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Vorwortchen

»Diese Arbeit ist urspriinglich im Rahmen eines Seminars der Rheinischen
Friedrich-Wilhelms-Universitat Bonn entstanden, wurde und wird jedoch
(nachdem vorgetragen und online verfiigbar gemacht unter
www.dkriesel.com am 27.05.2005) immer mehr erweitert — erstens, um mit
der Zeit einen méglichst guten Uberblick iiber das Thema der Neuronalen
Netze liefern zu kdnnen und zweitens schlicht und einfach, weil ich daran
immer mehr und besser IKTEX lernen mochte. Wer weiss, vielleicht wird aus
dieser Zusammenfassung ja sogar einmal ein Vorwort!*

Zusammenfassung dieser Arbeit, Ende 2005

Aus der obenstehenden Zusammenfassung ist bis jetzt zwar kein Vorwort, aber immer-
hin ein Vorwortchen geworden, nachdem sich die Erweiterung der Arbeit (damals auf
40 Seiten) bei mir unverhofft zum Downloadschlager entwickelt hat.

Anspruch und Intention dieses Manuskripts

Der ganze Text ist grofiziigiger geschrieben und ausfiihrlicher bebildert als frither. Die
Illustrationen sind nun ,nach meinem Gusto“ selbst erstellt, zum Grofteil direkt in
ETEX unter Verwendung des Pakets XYpic. Sie spiegeln das wieder, was ich mir beim
Erarbeiten des Stoffs gewiinscht hétte, sollen also mit dem Text zusammen moglichst
eingédngig und schnell verstandlich sein, um moglichst vielen einen Einstieg in das
Gebiet der Neuronalen Netze zu ermoglichen.

Trotzdem kann der mathematisch und formal versierte Leser die Definitionen weitestge-
hend ohne Fliefitext lesen, der nur an dem Gebiet an sich interessierte Leser umgekehrt;
alles wird also sowohl umgangssprachlich wie auch formal erklart. Ich bitte ausdriick-
lich um Hinweise, falls ich diese Doppelmoral einmal nicht ausreichend bewerkstelligt
haben sollte.



Abschnitte dieser Arbeit sind weitestgehend eigenstandig

Das Dokument selbst gliedert sich in mehrere Teile, die sich wiederum in Kapitel teilen.
Trotz Querverweisen untereinander kann man die Kapitel mit nur geringem Vorwissen
auch fiir sich selbst lesen. Hierbei gibt es grofiere und kleinere Kapitel: Wéhrend die
grofleren einen etwas fundierteren Einblick in ein Paradigma Neuronaler Netze geben
sollen (z.B. beim Standardbeispiel Neuronaler Netze, dem Perceptron und seiner Lern-
verfahren), sind die kleineren fiir einen kurzen Uberblick gedacht — dies wird in der
jeweiligen Kapiteleinleitung auch beschrieben. In einigen Exkursen mdéchte ich noch
gerne im Zusammenhang interessantes, aber nicht direkt dem Stoff zugehériges Wis-
sen vermitteln.

Auf der Suche nach kostenlosen deutschen Quellen, die inhaltlich (was die Paradigmen
Neuronaler Netze angeht) vielfaltig, aber trotzdem durchgehend einheitlichen Stils sind,
bin ich (zumindest was deutschsprachiges Material angeht) leider nicht wirklich fiindig
geworden. Das Ziel dieser Arbeit (auch wenn sie es vielleicht nicht auf Anhieb erfiil-
len kann) ist, diese Liicke nach und nach zu schlieflen und das Fachgebiet auf leicht
verstandliche Weise zuganglich zu machen.

Fiir diejenigen, die direkt wahrend des Lesens programmieren
mochten, gibt es SNIPE

SNIPE" ist eine ausfiihrlich dokumentierte JAVA-Bibliothek, welche ein schnelles,
feature-reiches und einfach benutzbares Framework fir Neuronale Netze implemen-
tiert. Fiir nichtkommerzielle Einsatzgebiete ist es kostenlos verfiigbar. Es war von mir
urspriinglich fiir den Einsatz in Hochleistungssimulationen konzipiert, in denen sehr vie-
le, auch grofie Netze gleichzeitig trainiert und ausgefithrt werden. Vor kurzem habe ich
mich nun entschieden, Snipe als professionelle Referenzimplementierung zu dieser Ar-
beit online zu stellen, die sehr viele der behandelten Aspekte abdeckt, aber angesichts
des urspriinglichen Design-Ziels effizienter arbeitet als die meisten anderen Implemen-
tierungen. Wer also direkt vieles vom Gelernten ausprobieren méchte oder aus anderen
Griinden nach dem Lernen eine schnelle und stabile Neuronale-Netze-Implementierung
braucht, ist mit Snipe sicher gut beraten.

Die von Snipe abgedeckten Aspekte sind allerdings nicht komplett deckungsgleich mit
dem Manuskript. Manche im Manuskript vorgestellten Arten Neuronaler Netze wer-
den von Snipe nicht unterstiitzt, wihrend Snipe in anderen Bereichen deutlich mehr
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Fahigkeiten hat, als im Manuskript in Form von Praxistipps beschrieben werden kann
(ich habe aber die Erfahrung gemacht, dass die allermeisten Implementierungsinter-
essen der Leser gut abgedeckt werden). Auf der Snipe-Downloadseite gibt es in der
Rubrik ,,Loslegen mit Snipe“ eine einfache, schrittweise Einfiihrung in Snipe und seine
Dokumentation, sowie einige Beispiele.

SNIPE: Dieses Manuskript integriert Snipe sehr stark. Uber weite Teile des Manuskriptes hinweg
finden sich abgesetzte, unterlegte Textstellen wie diese, aus denen hervorgeht, wie der gerade
beschriebene Kontext in Snipe realisiert werden kann. Wer Snipe nicht nutzen mdchte,
muss also nur diese abgesetzten Textstellen iiberspringen! Die Snipe-Textstellen setzen
voraus, dass man sich vorher die ,Loslegen mit Snipe“-Anleitung auf der Downloadseite zu
Gemiite gefithrt hat. Oftmals werden Klassennamen verwendet; da Snipe nicht sehr viele Java-
Pakete hat, habe ich die Paketnamen der Ubersichtlichkeit halber nicht den Klassennamen
vorangestellt.

Es ist einfach, diese Arbeit zu drucken

Diese Ausarbeitung ist durchgehend farbig gehalten, kann jedoch auch so, wie sie ist
monochrom gedruckt werden: Die Farben sind in Abbildungen, Tabellen und Text so
gewdhlt, dass sie neben schonem Farbdesign auch einen hervorragenden Schwarz-Weiss-
Kontrast ergeben.

Es sind viele Hilfsmittel im Text integriert

In das Dokument sind verschiedene Hilfsmittel direkt integriert, die das Lesen wesent-
lich flexibler machen sollen: Wer (wie ich) lieber auf Papier liest als am Bildschirm,
soll sich trotzdem einiger Features erfreuen.

Verschiedene Kapiteltypen sind im Inhalt gekennzeichnet

Direkt im Inhaltsverzeichnis sind die Kapiteltypen gekennzeichnet. Kapitel, die als
,wichtige Grundlagen“ gekennzeichnet sind, sollte man definitiv zu Anfang lesen, denn
eigentlich alle nachfolgenden Kapitel basieren in irgendeiner Form darauf. Andere Ka-
pitel basieren zusatzlich auf bestimmten anderen (vorherigen) Kapiteln, auch hier steht
eine entsprechende Bemerkung im Inhaltsverzeichnis neben dem Kapiteltitel.



Sprechende Uberschriften im Text, kiirzere im Inhaltsverzeichnis

Das ganze Scriptum ist nun mit sprechenden Uberschriften durchzogen. Sprechende
Uberschriften sind nicht nur einfach ein Titel wie z.B. ,Bestérkendes Lernen®, sondern
definieren den Kernpunkt des zugehorigen Abschnitts: in diesem Fall ,Bestérkendes
Lernen gibt dem Netz Feedback, ob es sich gut oder schlecht verhélt“. Die letztere,
lange Version dient hierbei als Uberschrift, die im Text verwendet wird, die kiirzere
steht im Inhaltsverzeichnis, so dass dieses griffig bleibt.

Randbemerkungen sind eine Navigationshilfe

Uber das ganze Dokument hinweg existieren umgangssprachliche Randhinweise (siehe
nebenstehendes Beispiel) , an denen entlang man (unter Mitbenutzung der Uberschrif-
ten) durch den Text ,gleiten“ und Textstellen einfach wiederfinden kann.

Neue mathematische Symbole kennzeichne ich zum einfachen Wiederfinden mit beson-
deren Randhinweisen (nebenstehend ein Beispiel fiir z).

Es gibt verschiedene Arten der Indizierung

Es existieren verschiedene Arten der Indizierung: Zunichst kann man einen Begriff,
nachdem man ihn im Index gefunden und die betreffende Seite aufgeschlagen hat,
einfach finden, indem man nach hervorgehobenem Text sucht — indizierte Begriffe
sind grundsétzlich auf diese Weise hervorgehoben.

Kapiteliibergreifende mathematische Symbole (wie z.B.  fiir ein Outputneuron, ich
habe mich bemiiht, bei allgegenwartig wiederkehrenden Elementen eine konsistente No-
menklatur beizubehalten) besitzen eine eigene Indexkategorie unter ,Mathematische
Symbole“, so dass sie einfach dem entsprechenden Begriff zugeordnet werden kénnen.

Personennamen, welche in KAPITALCHEN geschrieben sind, werden in der Indexkate-
gorie ,Personen“ indiziert und nach Nachnamen geordnet.

Nutzungsbedingungen und Lizenz

Von der Epsilon-Edition an ist das Manuskript unter Creative Commons Attribution-
No Derivative Works 3.0 Unported License? lizensiert, bis auf einige wenige Kleinteile,
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http://creativecommons.org/licenses/by-nd/3.0/

die liberaleren Lizenzen unterstehen (im Wesentlichen ein paar Bilder, die in den Wi-
kimedia Commons sind). Hier ist eine Kurzzusammenfassung dessen, was diese Lizenz
ungefihr wiedergibt:

1. Dieses Dokument darf frei weiterverbreitet werden (auch wenn es eine bessere
Idee ist, einfach die URL meiner Homepage weiterzuverbreiten, denn hier gibt es
schliefllich immer die neueste Version).

2. Dieses Dokument darf nicht modifiziert oder als Teil eines anderen verwendet
werden, insbesondere nicht fiir kommerzielle Zwecke.

3. Dieses Dokument muss in jeglicher seiner Verwendungen dem Autor zugeschrie-
ben werden. Die Urheberschaft des Autors darf nicht verschleiert werden.

4. Die o.g. Zuschreibung des Dokumentes zum Autor impliziert nicht, dass der Autor
die Art beflirwortet, auf die ein beliebiger Leser das Dokument nutzt.

Da ich kein Anwalt bin, ist die obige Stichpunktzusammenfassung nur informativ ge-
meint. Wenn sie in irgendeiner Form in Konflikt zur o.g. Creative Commons-Lizenz
steht, so hat letztere in jedem Fall Vorrang. Natiirlich beriihrt die Lizenz ebenfalls
nicht den Source Code des Manuskripts, der nicht veroffentlicht wird.

Wie dieser Text zitiert wird

Da dieser Text keinen offiziellen Verlag hat, muss man mit Referenzen sorgféltig sein:
Hierzu gibt es Informationen in Deutsch und Englisch auf meiner Homepage bzw. der
zum Text gehorenden Unterseites.
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Kapitel 1

Einleitung, Motivation und Geschichte

Wie kann man dem Computer etwas beibringen? Entweder, indem man ein
starres Programm schreibt — oder, indem man ihm das Lernen erméglicht.
Lebende Wesen haben keinen Programmierer, der ihnen ein Programm fiir ihre
Fahigkeiten schreibt, welches nur ausgefiihrt werden muss. Sie lernen — ohne
Vorkenntnisse durch Eindriicke von auBen — selber und kommen damit zu
besseren Problemldsungen als jeder heutige Computer. Kann man solches
Verhalten auch bei Maschinen wie Computern erreichen? Kénnen wir solche
Kognition von der Biologie adaptieren? Geschichte, Entwicklung, Niedergang
und Wiederauferstehung eines groBen Ansatzes, Probleme zu [6sen.

1.1 Warum Neuronale Netze?

Es gibt Kategorien von Problemen, welche sich nicht in einen Algorithmus fassen las-
sen — Probleme, die von einer groflen Menge subtiler Faktoren abhéngen, wie zum
Beispiel die Bestimmung des Kaufpreises einer Immobilie, den wir mit unserem Ge-
hirn (ungefihr) bestimmen kénnen, ein Computer in Ermangelung eines Algorithmus
aber nicht. Darum muss man sich die Frage stellen: Wie lernen wir denn, auf solche
Fragestellungen einzugehen?

Genau — wir lernen; eine Fahigkeit, an der es Computern offensichtlich mangelt . Men-
schen haben ein Gehirn mit der Fahigkeit zu lernen, Computer einige Recheneinheiten
und Speicher. Diese ermdglichen, in kiirzester Zeit komplizierteste numerische Berech-
nungen auszufiithren, bieten uns jedoch keine Lernfahigkeit. Stellen wir Computer und



Gehirn Computer

Anzahl Recheneinheiten ~ 101 ~ 10°

Art Recheneinheiten Neurone Transistoren
Art der Berechnung massiv parallel i.d.R. seriell
Datenspeicherung assoziativ adressbasiert
Schaltzeit ~ 10735 ~107%
Theoretische Schaltvorginge ~ 1013% ~ 10181
Tatsdchliche Schaltvorgéinge R 1012% ~ 10102

Tabelle 1.1: Der (hinkende) Vergleich zwischen Gehirn und Rechner auf einen Blick. Vorlage:
[Zel94]

Gehirn gegeniiber!, so bemerken wir, dass der Computer theoretisch leistungsfihiger
sein miisste: Er besitzt 10° Transistoren mit einer Schaltzeit von 1072 Sekunden. Das
Gehirn hat zwar 10" Neurone, jedoch schalten diese nur in etwa 10~3 Sekunden.

Allerdings arbeitet der grofite Teil des Gehirns durchgehend, wéhrend wiederum der
grofite Teil des Computers nur passiv Daten speichert. So arbeitet das Gehirn paral-
lel und damit nahe an seiner theoretischen Maximalleistung, der Computer ist von
dieser jedoch um Zehnerpotenzen entfernt (Tabelle . Zudem ist ein Computer in
sich statisch - das Gehirn als biologisches Neuronales Netz kann sich jedoch wéhrend
seiner ,,Laufzeit* umstrukturieren und so lernen, Fehler kompensieren und mehr.

Innerhalb dieser Arbeit mochte ich skizzieren, wie man sich solche Eigenschaften des
Gehirns auch am Computer zunutze macht.

Das Studium der Kiinstlichen Neuronalen Netze ist also motiviert durch die Ahnlichkeit
zu erfolgreich arbeitenden biologischen Systemen, welche im Vergleich zum Gesamtsys-
tem aus sehr einfachen , aber dafiir vielen und massiv parallel arbeitenden Nervenzellen
bestehen und (das ist wohl einer der bedeutendsten Aspekte) Lernfahigkeit besitzen.
Ein Neuronales Netz muss nicht explizit fiir seine Aufgaben programmiert werden, es
kann beispielsweise aus Trainingsbeispielen lernen oder auch durch Bestirkung, sozu-
sagen durch Zuckerbrot und Peitsche (Reinforcement Learning).

Ein aus dem Lernvorgang resultierender Aspekt ist die Generalisierungs- bzw. As-
soziationsfiahigkeit Neuronaler Netze: Nach erfolgreichem Training kann ein Neu-

1 Diese Gegeniiberstellung ist natiirlich aus vielen naheliegenden Griinden bei Biologen wie Informatikern
umstritten, da Schaltzeit und Menge nichts iiber Qualitadt und Leistung der Recheneinheiten aussagt und
Neurone und Transistoren auch nicht direkt vergleichbar sind. Dennoch erfiillt die Gegenliberstellung den
Zweck, den Vorteil der Parallelitdt anhand der Verarbeitungszeit aufzuzeigen.



ronales Netz dhnliche Probleme derselben Klasse, die nicht explizit trainiert wurden,
plausiblen Losungen zufithren. Daraus resultiert dann wieder eine grofie Fehlertole-
ranz gegeniiber verrauschten Eingabedaten.

Fehlertoleranz steht wieder in enger Beziehung zu biologischen Neuronalen Netzen, bei
denen diese Eigenschaft sehr ausgepragt ist: Wie schon bemerkt, hat ein Mensch ca.
10" Neurone, die sich aber kontinuierlich umstrukturieren oder durch Einfliisse von au-
Ben umstrukturiert werden (bei einem Vollrausch verliert ein Mensch ca. 105 Neurone,
auch bestimmte Arten Nahrungsmittel oder Umwelteinfliisse zerstoren Gehirnzellen) —
trotzdem wird unsere Kognitionsfahigkeit nicht wesentlich beeintrachtigt. Das Gehirn
ist also tolerant gegeniiber inneren Fehlern — und auch gegeniiber Fehlern von auflen,
denn so manche ,Sauklaue“ konnen wir immer noch lesen, obwohl einzelne Buchstaben
vielleicht gar nicht wirklich auszumachen sind.

Unsere moderne Technologie hingegen ist noch nicht automatisch fehlertolerant — mir
ist noch kein Computer bekannt, in dem jemand vergessen hat, den Festplattencon-
troller einzubauen, weshalb die Grafikkarte automatisch dessen Job iibernimmt, Lei-
terbahnen ausbaut und Kommunikation entwickelt, so dass der fehlende Baustein das
Gesamtsystem nur wenig beeintrachtigt, aber auf keinen Fall vollig lahmlegt.

Nachteil dieser verteilten, fehlertoleranten Speicherung ist natiirlich, dass wir einem
Neuronalen Netz nicht ohne weiteres ansehen kénnen, was es weif3, kann oder wo seine
Fehler liegen — Analysen dieser Art sind bei herkémmlichen Algorithmen in der Regel
wesentlich leichter. Auch bekommen wir das Wissen in unser Neuronales Netz meistens
nur durch einen Lernvorgang, bei dem verschiedene Fehler passieren konnen und der
nicht immer einfach zu handhaben ist.

Fehlertoleranz von Daten ist bei der aktuellen Technologie schon wesentlich ausgereif-
ter: Vergleichen wir eine Schallplatte mit einer CD. Ist auf der Schallplatte ein Kratzer,
so ist die Toninformation an der Stelle des Kratzers fiir einen winzigen Moment kom-
plett verloren (man hort ein Knacken), danach geht die Musik weiter. Bei einer CD
sind die Audiodaten wverteilt gespeichert: Ein Kratzer sorgt fiir einen unschérferen Ton
in seiner ndheren Umgebung, der Datenstrom an sich bleibt aber weitestgehend unbe-
eintrachtigt — mit der Folge, dass der Horer ihn nicht bemerkt.

Wir halten also die herausragenden Merkmale fest, die wir aus der Biologie zu adap-
tieren versuchen:

> Selbstorganisation bzw. Lernfahigkeit,
> Generalisierungsfahigkeit und

> Fehlertoleranz.



Welche Arten von Neuronalen Netzen welche Fahigkeiten besonders stark ausbilden,
welche fiir was fiir Problemklassen nutzbar sind, werden wir im Verlauf dieser Arbeit
noch herausfinden.

Direkt im Einleitungskapitel dieser Arbeit sei gesagt: ,,Das Neuronale Netz“ gibt es
so nicht. Es gibt viele verschiedene Paradigmen, was Neuronale Netze sind, wie sie
trainiert und wo sie eingesetzt werden — und mein Ziel ist es, einige dieser Paradig-
men anschaulich vorzustellen und mit Bemerkungen fiir die praktische Anwendung zu
versehen.

Oben haben wir bereits erwdahnt, dass die Arbeit z.B. unseres Gehirns im Gegensatz zur
Arbeit eines Computers massiv parallel stattfindet, also jeder Baustein zu jeder Zeit
aktiv ist. Méchte man nun ein Argument fiir den Nutzen massiver Parallelverarbeitung
anfiihren, so wird oft die 100-Schritt- Regel genannt.

1.1.1 Die 100-Schritt-Regel

Durch Experimente hat man festgestellt, dass ein Mensch ein Bild eines bekannten
Gegenstandes bzw. einer bekannten Person in ~ 0.1 Sekunden erkennen kann, also
bei einer Neuronenschaltzeit von ~ 1072 Sekunden in ~ 100 diskreten Zeitschritten
paralleler Verarbeitung.

Ein der Von-Neumann-Architektur folgender Rechner hingegen kann in 100 Zeitschrit-
ten sequentieller Verarbeitung, also beispielsweise 100 Assemblerschritten oder Takt-
schritten, so gut wie nichts tun.

Nun wollen wir ein einfaches Anwendungsbeispiel betrachten, bei dem ein Neuronales
Netz zum Einsatz kommen koénnte.

1.1.2 Einfache Anwendungsbeispiele

Angenommen, wir besitzen einen kleinen Roboter wie in Abb. [I.T auf der rechten Seite]
Dieser Roboter besitzt acht Abstandssensoren, aus denen er Eingabedaten gewinnt:
Drei Sensoren vorne rechts, weitere drei vorne links, und zwei hinten. Jeder dieser
Sensoren liefert uns zu jeder Zeit einen reellen Zahlenwert, wir erhalten also immer
einen Input I € RS,

In unserem einfachen Beispiel kann der Roboter trotz seiner zwei Motoren (die brau-
chen wir spiter) noch nicht viel: Er soll einfach immer fahren, aber anhalten, wenn
er Gefahr lauft an ein Hindernis zu stoflen. Unser Output ist also bindr: H = 0 fiir



Sensoren Q %

Motoren

Abbildung 1.1: Ein kleiner Roboter mit acht Sensoren und zwei Motoren. Der Pfeil zeigt die
Fahrtrichtung an.

,Alles okay, fahr weiter und H = 1 fur ,Halte an“ (Wir nennen den Output H fir
,Haltesignal“). Wir benétigen also eine Abbildung

f:R® - B,

welche die Inputsignale einer Robotertétigkeit zufiihrt.

1.1.2.1 Der klassische Weg

Es gibt nun zwei Wege, diese Abbildung zu realisieren. Zum einen gibt es den klassi-
schen Weg: Wir setzen uns eine Weile hin und denken nach, so dass wir am Ende eine
Schaltung oder ein kleines Computerprogramm erhalten, dass die Abbildung realisiert
(bei der Einfachheit des Beispieles ist das nattirlich ohne weiteres maoglich). Anschlie-
Bend nehmen wir die technischen Referenzen der Sensoren zur Hand, studieren die
Kennlinie der Sensoren, um zu wissen, was fiir Werte bei welchen Hindernisentfernun-
gen ausgegeben werden, und binden die Werte in unser oben gebautes Regelwerk ein.
Solche Verfahren finden in der klassischen Kiinstlichen Intelligenz Anwendung, und
falls man die Regeln fiir eine Abbildung exakt kennt, ist man auch gut beraten, diesem
Schema zu folgen.



H=0
H=1

Abbildung 1.2: Der Roboter wird in eine Landschaft platziert, die ihm Sensorwerte fiir verschiedene
Situationen liefert. Die gewiinschten Ausgabewerte H geben wir selbst hinzu, und erhalten so unsere
Lernbeispiele. Bei zwei Robotern sind exemplarisch die Richtungen aufgetragen, in die die Sensoren
weisen.

1.1.2.2 Der Weg des Lernens

Fir uns hier interessanter und fiir viele Abbildungen und Probleme, welche nicht auf
Anbhieb erfassbar sind, auch erfolgreicher ist aber der Weg des Lernens: Wir zeigen dem
Roboter verschiedene Situationen (Abb. , in denen er sich beispielsweise befinden
kann — und er soll selbst lernen, was in seinem Roboterleben zu tun ist.

In diesem Beispiel soll er einfach lernen, wann anzuhalten ist. Wir stellen uns hierzu
erst einmal das Neuronale Netz als eine Art Black Box (Abb.|1.3 auf der rechten Seite))
vor, kennen also nicht seinen Aufbau, sondern betrachten es rein in seinem Verhalten
nach auflen.

Die Situationen in Form von einfach gemessenen Sensorwerten (wir stellen den Ro-
boter z.B. einfach vor ein Hindernis, siche Abbildung), die wir dem Roboter zeigen
und fiir die wir ihm vorgeben, ob weiterzufahren oder zu halten ist, nennen wir Trai-
ningsbeispiele — ein Trainingsbeispiel besteht also aus einem beispielhaften Input und
einem dazugehorigen gewiinschten Output. Die Frage ist nun, wie wir dieses Wissen,
die Information, in das Neuronale Netz transportieren.



Abbildung 1.3: Wir betrachten die Robotersteuerung zunachst als Black Box, deren Innenleben
uns unbekannt ist. Die Black Box nimmt einfach acht reelle Sensorwerte entgegen und bildet diese
auf einen bindren Ausgabewert ab.

Die Beispiele lassen sich durch ein einfaches Lernverfahren einem Neuronalen Netz
beibringen (ein Lernverfahren ist ein einfacher Algorithmus bzw. eine mathematische
Formel). Hier wird das Neuronale Netz, wenn wir alles richtig gemacht und gute Bei-
spiele gewdhlt haben, aus den Beispielen generalisieren und so eine allgemeingiiltige
Vorschrift finden, wann anzuhalten ist.

Unser Beispiel ist beliebig erweiterbar — die Motoren unseres Roboters kénnten auch
zwecks Richtungssteuerung separat steuerbar sein?, bei ansonsten gleichem Sensorlay-
out. In diesem Fall suchen wir eine Abbildung

f:R® = R?

welche die beiden Motoren anhand der Sensorinputs stufenlos steuert und so den Robo-
ter z.B. nicht nur anhalten, sondern auch Hindernissen ausweichen lassen kann — hier
ist es schon schwieriger, aus dem Kopf Regeln abzuleiten, und de facto ein Neuronales
Netz angebrachter.

Ziel ist es also nicht etwa, die Beispiele auswendig zu lernen — sondern das Prinzip
dahinter zu realisieren: Der Roboter soll das Neuronale Netz im Idealfall in beliebi-
gen Situationen anwenden und Hindernissen ausweichen kénnen. Insbesondere soll der
Roboter das Netz wdhrend des Fahrens kontinuierlich bzw. oft direkt hintereinander
befragen kénnen, um kontinuierlich Hindernissen auszuweichen. Dies ergibt einen stin-
digen Kreislauf: Der Roboter befragt das Netz. Er fahrt dadurch in eine Richtung,
wodurch sich seine Sensorwerte verdndern. Er befragt wieder das Netz und verdndert
abermals seine Position, die Sensorwerte verandern sich erneut, und so weiter. Dass

2 Es gibt einen Roboter namens Khepera, der in etwa diese Eigenschaften besitzt. Er ist rund, hat ca. 7cm
Durchmesser, besitzt zwei Motoren mit Radern und verschiedene Sensoren. Zur Veranschaulichung kann
ich nur empfehlen, einmal im Internet danach zu recherchieren.



Abbildung 1.4: Einige Urgesteine des Fachbereichs der Neuronalen Netze. Von links nach rechts:
John von Neumann, Donald O. Hebb, Marvin Minsky, Bernard Widrow, Seymour Papert, Teuvo
Kohonen, John Hopfield, alle weitestgehend ,,in order of appearance".

sich dieses System auch auf dynamische, das heifit sich selbst verdndernde Umwelten
(z.B. bewegte Hindernisse in unserem Beispiel) adaptieren lasst, ist ersichtlich.

1.2 Zur Geschichte Neuronaler Netze

Wie jedes Naturwissenschaftliche Gebiet hat auch die Lehre der Neuronalen Netze eine
Entwicklungsgeschichte hinter sich, welche, wie wir gleich sehen werden, Hohen und
Tiefen aufweist. Dem Stil meiner Arbeit treu bleibend stelle ich diese Geschichte nicht
als Text, sondern kompakter als Zeitleiste dar. Zitat- und Literaturangaben werde
ich hier im Wesentlichen bei Punkten niederschreiben, welche im weiteren Skriptum
nicht mehr bearbeitet werden. Zu Stichworten, die wir spéter noch genauer ergriinden,
werden die Zitatangaben in den entsprechenden Kapiteln geliefert.

Die Geschichte nimmt ihren Anfang in den frithen 1940er Jahren und damit fast zeit-
gleich mit der Geschichte der programmierbaren elektronischen Computer. Wie auch
bei der Informatik an sich erkennt man die Jugend des Gebiets daran, dass viele der
erwiahnten Personen auch heute noch unter uns weilen.

1.2.1 Anfange

Bereits 1943 beschreiben WARREN MCCULLOCH und WALTER PITTS eine Art neuro-
logischer Netzwerke, bauen Schwellwertschalter durch Neurone nach und zeigen,
dass selbst einfache Netze dieser Art praktisch jede logische oder auch arithme-
tische Funktion berechnen kénnen . Weiter entstehen erste Computervor-
laufer (,, Elektronengehirne’), u.a. unterstiitzt von KONRAD ZUSE, der es leid
war, ballistische Bahnen per Hand zu berechnen.



1947 nennen WALTER P1TTS und WARREN MCCULLOCH ein praktisches Anwendungs-
gebiet (in ihrer Arbeit von 1943 wurde noch kein solches genannt), ndmlich die
Erkennung rdaumlicher Muster durch Neuronale Netze [PM47].

1949: DoNALD O. HEBB formuliert die klassische Hebb’sche Lernregel [Heb49|, wel-
che in ihrer allgemeineren Form die Basis fast aller neuronalen Lernverfahren
darstellt. Sie besagt, dass die Verbindung zwischen zwei Neuronen verstarkt wird,
wenn beide Neurone gleichzeitig aktiv sind — die Verstiarkung ist also proportio-
nal zum Produkt beider Aktivitdten. Hebb konnte diese Regel zwar postulieren,
jedoch in Ermangelung neurologischer Forschung nicht verifizieren.

1950 vertritt Neuropsychologe KARL LASHLEY die These, dass die Informationsspei-
cherung im Gehirn verteilt realisiert wird. Begriindet wird seine These an Ver-
suchen mit Ratten, bei denen nur der Umfang und nicht der Ort zerstorten
Nervengewebes ihre Leistung beeinflusst, aus einem Labyrinth zu finden.

1.2.2 Blutezeit

1951 entwickelt MARVIN MINSKY fiir seine Dissertation den Neurocomputer Snark,
der seine Gewichte3 bereits automatisch justieren kann, aber nie praktisch einge-
setzt wird — da er zwar fleifflig rechnet, jedoch niemand so genau weiss, was.

1956 treffen sich auf dem Dartmouth Summer Research Project renommierte
Wissenschaftler und aufstrebende Studierende und diskutieren, salopp gesagt,
wie man ein Gehirn nachbilden kann — Unterschiede zwischen Top-Down- und
Bottom-Up-Forschung bilden sich heraus. Wahrend die frithen Anhénger der Ar-
tificial Intelligence Fihigkeiten durch Software nachbilden méchten, haben die
Anhénger der Neuronalen Netze im Sinn, Systemverhalten durch Nachbildung
kleinster Systemteile, der Neurone, zu erreichen.

1957 - 1958 entwickeln FRANK ROSENBLATT, CHARLES WIGHTMAN und ihre Mit-
arbeiter am MIT den ersten erfolgreichen Neurocomputer, das Mark I Per-
ceptron , welches mit einem 20 x 20 Pixel groflen Bildsensor einfache Ziffern
erkennen kann und 512 motorbetriebene Potentiometer besitzt - pro variablem
Gewicht eins.

1959 beschreibt FRANK ROSENBLATT verschiedene Varianten des Perceptrons, formu-
liert und beweist sein Perceptron-Konvergenz-Theorem. Er beschreibt an der Reti-
na orientierte Neuronenschichten, Schwellwertschalter und eine Lernregel, welche
die Verbindungsgewichte justiert.

3 Wir werden bald erfahren, was Gewichte sind.



1960

1961

1965

1969

stellen BERNARD WIDROW und MARCIAN E. HOFF das ADALINE (ADAp-
tive LInear NEuron) vor [WH60], ein schnell und genau lernendes adaptives
System, das wohl das erste verbreitet kommerziell eingesetzte Neuronale Netz
darstellte: Es war praktisch in jedem Analogtelefon zur Echtzeit-Echofilterung zu
finden und lernte mit der Widrow-Hoff-Lernregel bzw. Deltaregel. Hoff, ein Mit-
begriinder von Intel, war zu diesem Zeitpunkt Doktorand von Widrow, der seiner-
seits einer der Erfinder der modernen Mikroprozessoren war. Einer der Fortschrit-
te der Delta-Regel gegeniiber dem urspriinglichen Perceptron-Lernalgorithmus
war ihre Adaptivitat: War man weit von der richtigen Losung entfernt, so verén-
derten sich auch die Verbindungsgewichte in groBleren Schritten, die in der Nahe
des Ziels kleiner werden — Nachteil: bei falscher Anwendung erhélt man unend-
lich kleine Schrittweiten zum Ziel in der N&he desselben. Wahrend der spéteren
Flaute und aus Angst vor der wissenschaftlichen Unbeliebtheit der Neuronalen
Netze wurde das ADALINE zwischenzeitlich in Adaptive Linear Element um-
benannt — was spater wieder riickgdngig gemacht wurde.

stellt KARL STEINBUCH Techniken assoziativer Speicherung vor, die als Vorgan-
ger heutiger neuronaler Assoziativspeicher gesehen werden [Ste61]. Er beschreibt
weiterhin Konzepte fiir neuronale Techniken und analysiert ihre Moglichkeiten
und Grenzen.

gibt NILS NILSSON in seinem Buch Learning Machines einen Uberblick iiber
die Fortschritte und Arbeiten dieser Periode der Erforschung Neuronaler Netze.
Allgemein nimmt man an, die grundlegenden Prinzipien selbstlernender und da-
mit landlaufig gesprochen ,jintelligenter® Systeme bereits entdeckt zu haben, was
aus heutiger Sicht eine mafBlose Uberschitzung darstellt, aber damals fiir hohe
Popularitat und geniigend Forschungsmittel sorgte.

verdffentlichen MARVIN MINSKY und SEYMOUR PAPERT eine genaue mathe-
matische Analyse des Perceptrons |[MP69] um zu zeigen, dass das Perceptron-
modell viele wichtige Probleme gar nicht repriasentieren kann (Stichworter: XOR-
Problem und lineare Separierbarkeit), und setzen so der Uberschiitzung, der Popu-
laritdt und den Forschungsmitteln ein jaihes Ende. Die weitergehende Folgerung,
dass auch méchtigere Modelle die exakt gleichen Probleme aufweisen, verbunden
mit der Prognose, dass das ganze Gebiet ein research dead-end sei, bewirken
einen fast kompletten Riickgang der Forschungsgelder fiir die néchsten 15 Jahre,
so unzutreffend diese Prognosen aus heutiger Sicht auch waren.



1.2.3 Lange Stille und langsamer Wiederaufbau

Wie oben bereits gesagt — Forschungsgelder wurden extrem knapp. So wurde zwar
iiberall ein wenig weiter geforscht, es gab aber keine Kongresse und sonstigen Veran-
staltungen und demzufolge auch wenig Verdffentlichungen. Diese Isolation der einzelnen
Forschenden sorgte fiir die vielen Paradigmen Neuronaler Netze, welche voneinander
isoliert entstanden sind: Man forschte, redete aber nicht miteinander.

Trotz der geringen Anerkennung des Gebiets wurden in dieser Zeit die theoretischen
Grundlagen fir die noch andauernde Renaissance gelegt:

1972 stellt TEUVO KOHONEN ein Modell des linearen Assoziators, eines Assozia-
tivspeichermodells vor [Koh72|, es wird im gleichen Jahr davon unabhéngig von
JAMES A. ANDERSON aus neurophysiologischer Sicht prasentiert |[And72].

1973 verwendet CHRISTOPH VON DER MALSBURG ein Neuronenmodell, was nichtline-
ar und biologisch besser motiviert ist [vdM73].

1974 entwickelt PAUL WERBOS fir seine Dissertation in Harvard das Backpropagation
of Error-Lernverfahren [Wer74], das aber erst ein Jahrzehnt spéter seine heutige
Bedeutung erlangt.

1976 — 1980 und danach werden von STEPHEN GROSSBERG viele Arbeiten
(z.B. |Gro76]) vorgestellt, in denen eine Vielzahl von neuronalen Modellen
mathematisch genau analysiert wird. Er widmet sich weiterhin ausfiihrlich
dem Problem, ein Neuronales Netz lernfihig zu halten, ohne bereits erlernte
Assoziationen wieder zu zerstéren — hieraus entstanden unter Mitarbeit von
GAIL CARPENTER die Modelle der Adaptive Resonance Theory, kurz ART.

1982 beschreibt TEUVO KOHONEN die nach ihm benannten selbstorganisierenden
Karten (self organizing feature maps, SOM) [Koh82,Koh98| auf der Suche nach
den Mechanismen der Selbstorganisation des Gehirns (er wusste, dass die In-
formationen iiber den Aufbau von Wesen im Genom gespeichert sind, das aber
ganz wesentlich zu wenig Speicherplatz fiir eine Struktur wie das Gehirn besitzt
— folglich muss sich das Gehirn zum Grofiteil selbst organisieren und aufbauen).

Weiterhin beschreibt JOHN HOPFIELD die nach ihm benannten Hopfieldnetze
[Hop82|, welche durch die Gesetze des Magnetismus in der Physik inspiriert sind.
Sie erfuhren wenig technische Anwendungen, aber das Gebiet der Neuronalen
Netze kam langsam wieder ins Rollen.



1983 wird von FUKUSHIMA, MIYAKE und ITO das neuronale Modell Neocognitron
zur Erkennung handgeschriebener Zeichen vorgestellt [FMI83|, welches eine Er-
weiterung des schon 1975 entwickelten Cognitrons darstellt.

1.2.4 Renaissance

Durch den Einfluss u.a. JOHN HOPFIELDs, der viele Forscher persénlich von der Wich-
tigkeit des Gebiets iiberzeugte, und die weite Publikation von Backpropagation durch
RUMELHART, HINTON und WILLIAMS machte sich im Gebiet der Neuronalen Netze
langsam wieder Aufschwungsstimmung breit.

1985 veroffentlicht JOHN HOPFIELD einen Artikel, der Wege beschreibt, akzeptable
Loésungen fiir das Travelling Salesman Problem durch Hopfieldnetze zu finden.

1986 wird das Lernverfahren Backpropagation of Error als Verallgemeinerung der
Delta-Regel durch die Parallel Distributed Processing-Gruppe separat entwickelt
und weit publiziert [RHW86a|: Nicht linear separierbare Probleme wurden durch
mehrschichtige Perceptrons lésbar, Marvin Minskys Negativabschitzungen wa-
ren mit einem Schlag widerlegt. Weiterhin machte sich zeitgleich in der Artificial
Intelligence eine gewisse Ermiidung breit, verursacht durch eine Reihe von Fehl-
schldgen und untertroffenen Hoffnungen.

Ab dieser Zeit findet eine geradezu explosive Entwicklung des Forschungsgebietes
statt, die zwar nicht mehr stichpunktfahig ist, aber von der wir einige Resultate
noch wiedersehen werden.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1. Suchen Sie fiir jeden der folgenden Punkte mindestens ein Beispiel:
> Ein Buch iiber Neuronale Netze oder Neuroinformatik,
> eine Arbeitsgruppe an einer Universitdt, die mit Neuronalen Netzen arbeitet,
> ein Software-Tool, welches Neuronale Netze realisiert (,,Simulator),
> eine Firma, die Neuronale Netze einsetzt, und

> ein Produkt oder eine Dienstleistung, die mit Neuronalen Netzen realisiert wurde.



Aufgabe 2. Nennen Sie mindestens vier Anwendungen von technischen Neuronalen
Netzen, jeweils zwei aus den Bereichen Mustererkennung und Funktionsapproximati-
on.

Aufgabe 3. Charakterisieren Sie kurz die vier Phasen der Entwicklung Neuronaler
Netze und geben Sie aussagekréftige Beispiele fiir jede Phase an.






Kapitel 2

Biologische Neuronale Netze

Wie |6sen biologische Systeme Probleme? Wie funktioniert ein System von
Neuronen? Wie kann man dessen Funktionalitat erfassen? Wozu sind
verschieden groBe Mengen von Neuronen imstande? Wo im Nervensystem
findet Informationsverarbeitung statt? Ein kleiner biologischer Uberblick iiber
die groBe Komplexitat einfacher Bausteine Neuronaler
Informationsverarbeitung. Zusitzlich die Uberleitung zu deren Vereinfachung,
um sie technisch adaptieren zu kénnen.

Bevor wir anfangen, Neuronale Netze auf technischer Seite zu beschreiben, ist ein klei-
ner Exkurs in die Biologie der Neuronalen Netze und der Kognition von Lebewesen
sinnvoll — der Leser kann das folgende Kapitel gerne tiberspringen, ohne etwas Tech-
nisches zu verpassen. Ich moéchte es aber jedem empfehlen, der ein wenig iiber die
zugrundeliegende Neurophysiologie wissen und sehen mdochte, was fiir eine Karikatur
der Natur unsere kleinen Ansétze, die Technischen Neuronalen Netze sind — und wie
méchtig die natiirlichen Pendants sein miissen, wenn wir mit unseren kleinen Ansét-
zen schon so weit kommen. Wir wollen nun kurz das Nervensystem von Wirbeltieren
betrachten: Wir werden mit sehr grober Granularitidt beginnen und uns bis ins Ge-
hirn und dann auf die Ebene der Neurone vorarbeiten. Uber das ganze Kapitel hinweg
haben mir die beiden Biicher [CRO00,KSJ00| sehr geholfen, die ich als weiterfithrende
Literatur angeben méochte.

2.1 Das Nervensystem von Wirbeltieren

Das komplette informationsverarbeitende System, das Nervensystem eines Wirbel-
tiers, besteht, um erst einmal eine einfache Unterteilung vorzunehmen, aus dem Zen-
tralnervensystem und dem peripheren Nervensystem. In der Realitét ist eine ganz so
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starre Unterteilung nicht sinnvoll, aber hier hilft sie uns bei der Skizzierung der Infor-
mationsverarbeitung im Korper.

2.1.1 Peripheres und zentrales Nervensystem

Das periphere Nervensystem (PNS) besteht aus den Nerven, die auflerhalb des
Gehirns bzw. Riickenmarks gelegen sind. Diese Nerven bilden ein verzweigtes und sehr
dichtes Netz durch den ganzen Korper. Zum peripheren Nervensystem gehoren bei-
spielsweise die Spinalnerven, welche vom Riickenmark ausgehen (in Hohe eines jeden
Wirbels zwei) und Extremitaten, Hals und Rumpf versorgen, aber auch die direkt zum
Gehirn fiihrenden Hirnnerven.

Das zentrale Nervensystem (ZNS) hingegen stellt quasi den ,Zentralcomputer
im Wirbeltier dar. Hier werden Informationen gespeichert und verwaltet, die durch
Sinnesorgane von auflen aufgenommen werden. Weiter steuert und reguliert es die
inneren Vorgénge, und koordiniert nicht zuletzt simtliche motorischen Leistungen des
Organismus. Das zentrale Nervensystem der Wirbeltiere setzt sich zusammen aus dem
eigentlichen Gehirn und dem Riickenmark (Abb. 2.1 auf der rechten Seite)). Wir
wollen aber besonderes Augenmerk auf das Gehirn legen. Das Gehirn unterteilt man
vereinfachend in vier Bereiche (Abb. [2.2 auf Seite 20)), die hier kurz genannt werden
sollen.

2.1.2 Das GroBhirn ist fiir abstrakte Denkaufgaben zustdndig

Das Grof$hirn (Telencephalon) ist der Bereich des Gehirns, der sich im Laufe der
Evolution mit am meisten verdndert hat. Er ist entlang einer Achse, welche den Kopf
von Gesichtsseite bis Hinterkopf zentral durchlduft, in zwei Hemisphéren geteilt, wel-
che eine in sich gefaltete Struktur aufweisen. Diese Teile sind {iber einen grofien Ner-
venstrang (,,Balken“)und mehrere kleine miteinander verbunden. Eine Vielzahl von
Neuronen liegt in der ca. 2-4 cm dicken Grofihirnrinde (Cortex), die in verschiede-
ne Rindenfelder einzuteilen ist, von denen jedes eine eigene Aufgabe hat. Primadre
Rindenfelder sind hier fiir die Verarbeitung qualitativer Information zustdndig, wie
beispielsweise das Verwalten von verschiedenen Wahrnehmungen (z.B. die Verwaltung
des Sehsinnes ist Aufgabe des visuellen Cortexes). Assoziationsfelder hingegen
absolvieren hohere, abstraktere Assoziations- und Denkvorgénge; in Thnen ist auch
unser Gedéachtnis untergebracht.



Ruckenmark

Abbildung 2.1: Skizze des zentralen Nervensystems mit Riickenmark und Gehirn.
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Abbildung 2.2: Skizze des Gehirns. Eingefarbte Bereiche des Gehirns werden im Text behandelt.
Je weiter wir von der abstrakten Informationsverarbeitung in Richtung der direkten reflexhaften
gehen, desto dunkler sind die Gehirnbereiche eingefarbt.

2.1.3 Das Kleinhirn steuert und koordiniert die Motorik

Das Kleinhirn (Cerebellum) ist unterhalb des Grofhirns gelegen, also ndher am
Riickenmark. Entsprechend dient es weniger abstrakten Funktionen mit hoherer Prio-
ritat: Hier werden grofle Teile der motorischen Koordination absolviert, also Gleichge-
wicht und Bewegungen gesteuert und laufend fehlerkorrigiert. Zu diesem Zweck besitzt
das Kleinhirn direkte sensorische Informationen iiber die Muskellingen sowie akusti-
sche und visuelle Informationen. Weiter erhélt es auch Meldungen iiber abstraktere
motorische Signale, die vom Groflhirn ausgehen.

Beim Menschen ist das Kleinhirn deutlich kleiner als das Grof3hirn, dies ist aber eher
eine Ausnahme: Bei vielen Wirbeltieren ist dieses Verhéltnis nicht so stark ausgeprégt.
Betrachtet man die Evolution der Wirbeltiere, so ist nicht das Kleinhirn ,zu klein“
sondern das Grofhirn ,zu grof“ geraten (immerhin ist es die am hochsten entwickelte
Struktur des Wirbeltiergehirns). Die beiden restlichen Gehirnteile seien ebenfalls noch
kurz betrachtet: Das Zwischenhirn und der Hirnstamm.

2.1.4 Das Zwischenhirn steuert grundlegende Korpervorgange

Das Zwischenhirn (Diencephalon) umfasst wieder einige Teile, von denen nur der
Thalamus einer kurzen Betrachtung unterzogen werden soll: Dieser Teil des Zwi-



schenhirns ist das Medium zwischen sensorischen und motorischen Signalen und Grof-
hirn: Insbesondere wird im Thalamus entschieden, welcher Teil der Information an das
Groflhirn weitergeleitet wird, so dass gerade weniger wichtige Sinneswahrnehmungen
kurzfristig ausgeblendet werden kénnen, um Uberlastungen zu vermeiden. Als weiterer
Teil des Zwischenhirns steuert der Hypothalamus eine Vielzahl kérperinterner Vor-
ginge. Das Zwischenhirn ist auch maflgeblich beteiligt am Schlaf-Wach-Rhythmus des
Menschen (,innere Uhr“) und der Schmerzempfindung.

2.1.5 Der Hirnstamm verbindet Hirn und Riickenmark und steuert Reflexe

Verglichen mit dem Zwischenhirn ist der Hirnstamm bzw. das Stammbhirn ( Truncus
cerebri) stammesgeschichtlich deutlich &lter: Es markiert, grob gesprochen, das ,ver-
lingerte Riickenmark® und damit die Uberleitung vom Gehirn zum Riickenmark. Auch
der Hirnstamm kann wieder in verschiedene Teile unterteilt werden, von denen einige
exemplarisch vorgestellt werden sollen. Die Funktionen gehen weiter vom Abstrakten
in Richtung des Grundlegenden. Ein wichtiger Bestandteil ist die Pons (=Briicke),
eine Art Durchgangsstation fiir sehr viele Nervensignale vom Gehirn an den Kérper
und umgekehrt.

Wird die Pons geschidigt (beispielsweise durch einen Hirninfarkt), so kann es zum
Locked-In-Syndrom kommen — dem Eingeschlossensein in den eigenen Korper, ein
Zustand, in dem es fiir einen Menschen bei voller geistiger Leistungsfahigkeit vollig
unméglich ist, sich auf irgendeine Weise der Auflenwelt zu vermitteln. Man kann nicht
sprechen, sich nicht bewegen, wiahrend Seh-, Hor-, Geruchs- und Geschmackssinn in al-
ler Regel vollig normal funktionieren. Als letzte Kommunikationsméglichkeit verbleibt
Locked-In-Patienten meist nur die Augenbewegung oder Zwinkern.

Weiter ist der Hirnstamm fiir viele grundlegende Reflexe zustindig, wie z. B. den
reflexartigen Augenlidschluss oder Husten.

Alle Teile des Nervensystems haben eine Sache gemeinsam: Es werden Informationen
verarbeitet. Dies geschieht durch riesige Ansammlungen von Milliarden sehr d&hnlicher
Zellen, die an sich sehr einfach gebaut sind, aber fortlaufend miteinander kommunizie-
ren. Grofle Gruppen dieser Zellen senden dann koordiniert Signale und erreichen so
die gewaltige Informationsverarbeitungskapazitét, die wir von unserem Gehirn kennen.
Wir wechseln nun von der Ebene der Gehirnteile auf die zelluldre Ebene im Korper —
auf die Ebene der Neuronen.
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Abbildung 2.3: Skizze eines biologischen Neurons mit Beschriftung von im Text verwendeten
Bestandteilen.

2.2 Neuronen sind informationsverarbeitende Zellen

Bevor wir auf die Funktionen und Vorgénge innerhalb eines Neurons genauer eingehen,
sei hier zunéchst eine Skizze der Neuronenfunktion geliefert: Ein Neuron ist nichts
weiter als ein Schalter mit einem Informationseingang und -ausgang. Der Schalter wird
aktiviert, wenn genug Reize anderer Neurone am Informationseingang auftreffen. Am
Informationsausgang wird dann ein Impuls an z.B. andere Neurone gesendet.

2.2.1 Bestandteile eines Neurons
Wir wollen nun die Einzelbestandteile eines Neurons (Abb. betrachten. Wir gehen

dabei den Weg, den die elektrische Information im Neuron nimmt. Den Dendriten eines
Neurons zugeleitet wird die Information iiber spezielle Ubergangsstellen, die Synapsen.

2.2.1.1 Synapsen gewichten die einzelnen Informationsanteile

Von anderen Neuronen oder sonstigen Zellen eingehende Signale werden einem Neuron
iiber spezielle Ubergangsstellen, die Synapsen zugeleitet. Solch eine Ubergangsstelle



liegt meistens an den Dendriten eines Neurons, manchmal auch direkt am Soma. Man
unterscheidet elektrische und chemische Synapsen.

Die einfachere von beiden Varianten ist die elektrische Synapse . Ein elektrisches Si-
gnal, welches auf der Synapse eingeht, also von der prisynaptischen Seite kommt, wird
direkt in den postsynaptischen Zellkern fortgeleitet. Es liegt also eine direkte, starke,
nicht regulierbare Verbindung von Signalgeber zu Signalempfinger vor, zum Beispiel
sinnvoll fiir Fluchtreflexe, die in einem Lebewesen ,hart codiert“ sein miissen.

Die ausgeprégtere Variante ist die chemische Synapse. Hier findet keine direkte elek-
trische Kopplung von Quelle und Ziel statt, sondern diese Kopplung ist unterbrochen
durch den synaptischen Spalt. Dieser Spalt trennt die pra- und postsynaptische Seite
elektrisch voneinander. Dennoch muss ja Information flielen, werden Sie jetzt denken,
also wollen wir darauf eingehen, wie das passiert: Namlich nicht elektrisch, sondern
chemisch. Auf der prasynaptischen Seite des synaptischen Spalts wird das elektrische
Signal in ein chemisches konvertiert, indem dort chemische Signalstoffe freigesetzt wer-
den (sog. Neurotransmitter). Diese Neurotransmitter iiberwinden den synaptischen
Spalt und tibertragen die Information in den Zellkern (das ist sehr vereinfacht ausge-
driickt, wir werden spater noch sehen, wie das genau funktioniert), wo sie wieder in
elektrische Information umgewandelt wird. Die Neurotransmitter werden sehr schnell
wieder abgebaut, so dass auch hier sehr genaue Informations-Impulse méoglich sind.

Trotz der viel komplizierteren Funktionsweise hat die chemische Synapse im Vergleich
zur elekrischen Variante eklatante Vorteile:

Einwegschaltung: Die chemische Synapse ist eine Einwegschaltung. Dadurch, dass
der pri- und postsynaptische Teil nicht direkt elektrisch verbunden sind, kon-
nen elektrische Impulse im postsynaptischen Teil nicht auf den préasynaptischen
iiberschlagen.

Regulierbarkeit: Es gibt eine Vielzahl verschiedener Neurotransmitter, die noch dazu
in verschiedenen Mengen in einem synaptischen Spalt freigesetzt werden kénnen.
So gibt es Neurotransmitter, die anregend auf den postsynaptischen Zellkern wir-
ken, aber auch andere, die eine solche Anregung wieder abflauen lassen. Manche
Synapsen geben ein stark anregendes Signal weiter, manche nur schwach anre-
gende Signale. Die Regulierungsvielfalt ist enorm, und dass die Synapsen hier
auch noch variabel sind, also mit der Zeit eine stéirkere oder schwéchere Ver-
bindung darstellen konnen, ist einer der zentralen Punkte bei Betrachtung der
Lernfiahigkeit des Gehirns.



2.2.1.2 Dendriten sammeln alle Informationsanteile

Dendriten verésteln sich baumartig vom Zellkern des Neurons (den man Soma nennt)
und dienen der Aufnahme von elektrischen Signalen aus vielen verschiedenen Quellen,
die dann in den Zellkern iibertragen werden. Die sich verastelnde Menge von Dendriten
wird auch Dendritenbaum genannt.

2.2.1.3 Im Soma werden die gewichteten Informationsanteile aufkumuliert

Nachdem iiber Synapsen und Dendriten eine Fiille an aktivierenden (=anregenden)
und inhibierenden (=abschwéchenden) Signalen beim Zellkern (Soma) eingetroffen ist,
kumuliert das Soma diese Signale auf. Sobald das aufkumulierte Signal einen gewissen
Wert (Schwellwert genannt) tiberschreitet, 16st der Neuronenzellkern seinerseits einen
elektrischen Impuls aus, der dann zur Weiterleitung an die nachfolgenden Neuronen
bestimmt ist, zu denen das aktuelle Neuron verbunden ist.

2.2.1.4 Das Axon leitet ausgehende Impulse weiter

Die Weiterleitung des Impulses zu anderen Neuronen erfolgt durch das Axon. Das
Axon ist ein fadenartiger Fortsatz des Somas. Ein Axon kann im Extremfall ca. einen
Meter lang werden (z.B. im Riickenmark). Das Axon ist elektrisch isoliert, um das
elektrische Signal besser leiten zu kénnen (spéater mehr dazu) und miindet in Dendriten,
um die Information an z.B. andere Neurone weiterzugeben. Wir sind also wieder am
Anfang unserer Beschreibung der Neuronenbestandteile angelangt. Natiirlich kann ein
Axon aber auch Informationen an andere Zellenarten zu deren Steuerung iibertragen.

2.2.2 Elektrochemische Vorgange im Neuron und seinen Bestandteilen

Nachdem wir nun den Weg eines elektrischen Signals von den Dendriten iiber die
Synapsen in den Zellkern, und von dort iiber das Axon in weitere Dendriten verfolgt
haben, wollen wir einen kleinen Schritt von der Biologie in Richtung Technik gehen.
Auf diesem Weg soll vereinfacht vorgestellt werden, wie die Informationsverarbeitung
elektrochemisch vonstatten geht.



2.2.2.1 Neuronen erhalten ein elektrisches Membranpotential aufrecht

Ein grundlegender Aspekt ist, dass die Neurone gegeniiber ihrer Umwelt eine elektri-
sche Ladungsdifferenz, ein Potential aufweisen. Innerhalb der Membran (=Hiille) des
Neurons herrscht also eine andere Ladung vor als auflen. Diese Ladungsdifferenz ist
ein zentraler Begriff, den man braucht, um die Vorgiinge im Neuron zu verstehen, wir
nennen sie Membranpotential. Das Membranpotential, also der Ladungsunterschied,
entsteht durch mehrere Arten geladener Atome (Ione), die innerhalb und auflerhalb
des Neurons unterschiedlich hoch konzentriert sind. Wenn wir von innen nach auflen
durch die Membran stoflen, werden wir bestimmte Arten Ione hiufiger oder weniger
haufig vorfinden als innen, wir nennen diesen Abfall oder Anstieg der Konzentration
einen Konzentrationsgradienten.

Betrachten wir das Membranpotential zunéchst fiir den Ruhezustand des Neurons, neh-
men wir also an, es treffen gerade keine elektrischen Signale von auflen ein. In diesem
Fall betrdgt das Membranpotential —70 mV. Da wir gelernt haben, dass dieses Potenti-
al von Konzentrationsgradienten verschiedener Ionen abhéngt, ist natiirlich eine zentra-
le Frage, wie diese Konzentrationsgradienten aufrecht erhalten werden: Normalerweise
herrscht ja tiberall Diffusion vor, also sind alle Ionen bestrebt, Konzentrationsgefélle
abzubauen und sich tiberall gleichméflig zu verteilen. Wiirde das passieren, wiirde das
Membranpotential gegen 0 mV gehen, schlussendlich wiirde also kein Membranpotenti-
al mehr vorhanden sein. Das Neuron erhélt sein Membranpotential also aktiv aufrecht,
um Informationsverarbeitung betreiben zu kénnen. Wie geht das vonstatten?

Das Geheimnis liegt in der Membran selbst, die fiir manche Ione durchléssig ist, fiir
andere aber nicht. Um das Potential aufrecht zu erhalten, wirken hier mehrere Mecha-
nismen gleichzeitig:

Konzentrationsgradient: Wie schon beschrieben, versuchen die Ionen, immer mog-
lichst gleichverteilt vertreten zu sein. Ist innerhalb des Neurons die Konzentration
eines Tons hoher als auflen, versucht es nach aulen zu diffundieren und umgekehrt.
Das positiv geladene Ton K™ (Kalium) ist im Neuron héufig, auerhalb des Neu-
rons weniger anzutreffen, und diffundiert darum langsam durch die Membran aus
dem Neuron hinaus. Eine weitere Sammlung negativer Ionen, zusammenfassend
A~ genannt, bleibt aber im Neuron, da die Membran hierfiir nicht durchléssig
ist. Das Neuroneninnere wird also negativ: Negative A-Ionen bleiben, positive
K-Tonen verschwinden, das Innere der Zelle wird negativer. Dies fiihrt uns zu
einem weiteren Gradienten.



Elektrischer Gradient: Der elektrische Gradient wirkt dem Konzentrationsgradienten
entgegen. Das Zellinnere ist mittlerweile sehr negativ geworden, also zieht es
positive Ionen an: K™ méchte nun wieder in die Zelle hinein.

Wiirde man diese beiden Gradienten nun einfach sich selbst {iberlassen, so wiirden sie
sich irgendwann ausgleichen, einen stabilen Zustand erreichen und ein Membranpoten-
tial von —85 mV wiirde entstehen. Wir wollen aber auf ein Ruhemembranpotential
von —70 mV hinaus, es muss also Stéorkomponenten geben, die dies verhindern. Zum
einen gibt es noch ein weiteres wichtiges Ton, Nat (Natrium), fiir das die Membran
zwar nicht besonders durchléssig ist, das aber trotzdem langsam durch die Membran
in die Zelle einstromt. Das Natrium fithlt sich hierbei doppelt nach innen getrieben:
Zum einen gibt es weniger Natrium im inneren des Neurons als auflen, zum anderen
ist Natrium positiv, das Zellinnere aber negativ, ein zweiter Grund, in die Zelle zu
wollen.

Durch die geringe Natriumdiffusion ins Zellinnere nimmt die Natriumkonzentration
im Zellinneren zu, gleichzeitig wird das Zellinnere aber weniger negativ, so dass der
Einstrom von K* langsamer wird (wir sehen: Das ist ein komplizierter Mechanismus, in
dem alles sich gegenseitig beeinflusst). Durch Natrium wird das Zellinnere tendentiell
weniger negativ gegeniiber der Umwelt. Auch mit diesen beiden Ionen koénnte aber
immer noch ein Stillstand erreicht werden, in dem sich alle Gradienten ausgleichen
und nichts mehr passiert. Nun kommt aber das fehlende Mosaiksteinchen, auf das wir
warten: Eine ,Pumpe* (eigentlich das Protein ATP) bewegt aktiv Ionen entgegen der
Richtung, zu der sie eigentlich méchten!

Natrium wird aktiv aus der Zelle rausgepumpt, obwohl es entlang des Konzentrations-
und des elektrischen Gradienten in die Zelle mochte.

Kalium hingegen diffundiert stark aus der Zelle heraus, wird aber wieder aktiv hinein-
gepumpt.

Aus diesem Grund nennen wir die Pumpe auch Natrium-Kalium-Pumpe. Die Pum-
pe erhélt sowohl fiir Natrium als auch fiir Kalium den Konzentrationsgradienten auf-
recht, so dass eine Art Fliefigleichgewicht entsteht und das Ruhepotential schlussendlich
bei den beobachteten —70 mV landet. Zusammenfassend wird das Membranpotential
also aufrecht erhalten, indem die Membran fiir manche Ionen gar nicht durchléssig
ist und andere Ionen aktiv entgegen der Konzentrations- und elektrischen Gradienten
gepumpt werden. Nachdem wir nun wissen, dass jedem Neuron ein Membranpoten-
tial zueigen ist, wollen wir genau betrachten, wie ein Neuron Signale empfingt und
versendet.



2.2.2.2 Veranderungen im Membranpotential aktivieren das Neuron

Oben haben wir gelernt, dass Natrium und Kalium durch die Membran hindurchdif-
fundieren kénnen, Natrium langsam, Kalium schneller. Dies geschieht durch in der
Membran enthaltene Kanile, Natrium- bzw. Kaliumkanéle. Neben diesen immer ge-
offneten Kanélen, die fiir die Diffusion verantwortlich sind und durch die Natrium-
Kalium-Pumpe ausgeglichen werden, gibt es auch Kanéle, die nicht immer getffnet
sind, sondern nur ,nach Bedarf“ gedffnet werden. Da sich durch eine Offnung dieser
Kanile die Konzentration von Ionen innerhalb und auflerhalb der Membran verdndern,
andert sich logischerweise auch das Membranpotential.

Diese steuerbaren Kanile werden gedffnet, wenn der aufkumulierte eingehende Reiz
einen gewissen Schwellwert iiberschreitet. Eingehende Reize kdnnen beispielsweise von
anderen Neuronen kommen oder aber von anderen Ursachen herriithren: So gibt es
zum Beispiel spezialisierte Formen von Neuronen, Sinneszellen, fiir die z.B. Lichteinfall
einen solchen Reiz darstellen kann. Fallt dann genug Licht ein, um den Schwellwert zu
iiberschreiten, werden steuerbare Kanéle geoffnet.

Der besagte Schwellwert (das Schwellenwertpotential) liegt bei ca. —55 mV. Sobald
dieses von den eingehenden Reizen erreicht wird, wird das Neuron aktiviert und ein
elektrisches Signal, ein Aktionspotential wird ausgelost. Dieses Signal wird dann wei-
tergeleitet an diejenigen Zellen, die mit dem betrachteten Neuron verbunden sind, also
ihm ,,zuhoren® Die Phasen des Aktionspotentials wollen wir etwas genauer betrachten
(Abb. [2.4 auf der folgenden Seite)):

Ruhezustand: Nur die immer gedffneten Kalium- und Natriumkanaéle liegen offen, das
Membranpotential liegt bei —70 mV und wird vom Neuron aktiv dort gehalten.

Stimulus bis Schwellwert: Ein Reiz (Stimulus) 6ffnet Kanile, so dass Natrium ein-
stromen kann. Die Ladung des Zellinneren wird positiver. Sobald das Membran-
potential iiber den Schwellenwert von —55 mV geht, wird das Aktionspotential
ausgelost, indem sehr viele Natriumkanile ge6ffnet werden.

Depolarisation: Natrium stromt ein. Wir erinnern uns, dass Natrium einstrémen moch-
te sowohl, weil davon deutlich weniger in der Zelle vorhanden ist als auflen, als
auch, weil in der Zelle ein negatives Milieu vorherrscht, durch das das positive
Natrium angezogen wird. Durch den starken Einstrom steigt das Membranpoten-
tial drastisch an, bis auf ca. +30 mV. Dies ist dann der elektrische Impuls, das
Aktionspotential.

Repolarisation: Natriumkanéle werden nun geschlossen, dafiir werden die Kaliumkané-
le gedffnet. Das positiv geladene Kalium will nun aus dem ebenfalls positiven
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Zellinneren heraus. Zusétzlich ist es im Zellinneren wesentlich hoher konzentriert
als auflen, was den Ausstrom noch beschleunigt. Das Zellinnere wird wieder ne-
gativer geladen als die Auflenwelt.

Hyperpolarisation: Sowohl Natrium- als auch Kaliumkanéle werden wieder geschlos-
sen. Zunachst ist das Membranpotential nun leicht negativer als das Ruhepoten-
tial, was daher kommt, dass die Kaliumkanéle sich etwas triger schlieflen, was
Kalium (positiv geladen) aufgrund seiner geringeren Konzentration auflerhalb
der Zelle ausstromen lésst. Nach einer Refraktdrzeit von 1 — 2 ms ist dann der
Ruhezustand wiederhergestellt, so dass das Neuron auf neue Reize wieder mit ei-
nem Aktionspotential reagieren kann. Die Refraktérzeit ist, einfach ausgedriickt,
eine Zwangspause, welche ein Neuron einhalten muss, um sich zu regenerieren.
Je kiirzer sie ist, desto ofter kann ein Neuron pro Zeit feuern.

Der so entstandene Impuls wird dann durch das Axon fortgeleitet.

2.2.2.3 Im Axon wird ein Impuls auf saltatorische Weise weitergeleitet

Wir haben schon gelernt, dass das Axon zur Fortleitung des Aktionspotentials {iber
lange Distanzen dient (zur Erinnerung: Eine Illustration eines Neurons inklusive Axon
findet sich in Abb. [2.3 auf Seite 22)). Das Axon ist ein fadenartiger Fortsatz des Somas.
Bei Wirbeltieren ist es in der Regel von einer Myelinscheide umgeben, welche aus
Schwannschen Zellen (im PNS) oder Oligodendrozyten (im ZNS) besteht!, die
das Axon elektrisch sehr gut isolieren. Zwischen diesen Zellen befinden sich im Abstand
von 0.1 —2mm Liicken, die sogenannten Ranvierschen Schniirringe, die jeweils dort
auftreten, wo eine Isolationszelle zuende ist und die nédchste anfdngt. An einem solchen
Schniirring ist das Axon logischerweise schlechter isoliert.

Man mag nun annehmen, dass diese schlecht isolierten Schniirringe von Nachteil fiir das
Axon sind: Dem ist aber nicht so. An den Schniirringen ist ein Stoffaustausch zwischen
intrazelluldrem und extrazellulirem Raum moglich, der an Teilen des Axons, welche
zwischen zwei Schniirringen liegen (Internodien) und so durch die Myelinscheide
isoliert sind, nicht funktioniert. Dieser Stoffaustausch erméoglicht die Erzeugung von Si-
gnalen, ganz dhnlich der Erzeugung des Aktionspotentials im Soma. Die Weiterleitung
eines Aktionspotentials funktioniert nun folgendermafien: Es lduft nicht kontinuierlich
entlang des Axons, sondern springt von einem Schniirring zum néchsten. Es [duft also
eine Reihe von Depolarisationen entlang der Ranvierschniirringe. Ein Aktionspotential

1 Sowohl Schwannsche Zellen als auch Oligodendrozyten sind Auspragungen der Gliazellen, von denen es
ca. 50 mal mehr gibt als Neuronen, und die die Neuronen umgeben (Glia = Leim), voneinander isolieren,
mit Energie versorgen, etc.



16st dominoartig das néchste aus, meist sind hierbei sogar mehrere Schniirringe gleich-
zeitig aktiv. Durch das ,,Springen® des Impulses von einem Schniirring zum néchsten
kommt diese Impulsleitung auch zu ihrem Namen: Saltatorische Impulsleitung.

Es ist offensichtlich, dass der Impuls schneller voran kommt, wenn seine Spriinge grofier
sind. So wird bei Axonen mit grofien Internodien (2 mm) eine Signalausbreitungsge-
schwindigkeit von ca. 180 Metern pro Sekunde erreicht. Die Internodien kénnen aber
nicht beliebig grol werden, da das weiterzuleitende Aktionspotential sonst bis zum
néchsten Schniirring zu sehr verblassen wiirde. Die Schniirringe haben also auch die
Aufgabe, das Signal regelméBig zu verstirken. Am Ende des Axons hdngen dann —
oft iiber Dendriten und Synapsen verbunden — die Zellen, welche das Aktionspotenzi-
al empfangen. Wie oben schon angedeutet, kénnen Aktionspotentiale aber nicht nur
durch iiber die Dendriten eingehende Information von anderen Neuronen entstehen.

2.3 Rezeptorzellen sind abgewandelte Neurone

Aktionspotentiale kénnen auch durch sensorische Informationen, die ein Lebewesen aus
seiner Umwelt mittels Sinneszellen aufnimmt, herrithren. Spezialisierte Rezeptorzel-
len kénnen fiir sie spezifische Reizenergien wie Licht, Temperatur und Schall oder das
Vorhandensein bestimmter Molekiile wahrnehmen (wie es z.B. der Geruchssinn tut).
Dies funktioniert, da diese Sinneszellen eigentlich abgewandelte Neurone sind: Hier
werden keine elektrischen Signale iiber Dendriten aufgenommen, sondern das Vorhan-
densein des fiir die Rezeptorzelle spezifischen Reizes sorgt dafiir, dass sich lonenkanile
Offnen und ein Aktionspotential ausgebildet wird. Dieser Vorgang des Umwandelns von
Reizenergie in Verdnderungen im Membranpotential nennt sich Sensorische Trans-
duktion. In aller Regel ist die Reizenergie selbst zu schwach, um direkt Nervensignale
auszulosen, und so findet entweder wahrend der Transduktion oder durch den Reiz-
leitenden Apparat auch gleich eine Signalverstiarkung statt. Das resultierende Akti-
onspotential kann von anderen Neuronen verarbeitet werden und gelangt dann in den
Thalamus, der, wie wir schon gelernt haben, als Tor zum Cerebralen Cortex Sinnes-
eindriicke nach der momentanen Relevanz aussortieren und so einen Uberfluss an zu
verwaltenden Informationen verhindern kann.

2.3.1 Es existieren verschiedenste Rezeptorzellen fiir viele Arten von
Wahrnehmungen

Primdrrezeptoren senden ihre Impulse direkt ans Nervenssystem. Schmerzempfin-
dung ist hierfiir ein gutes Beispiel. Hier ist die Reizstarke proportional zur Amplitude



des Aktionspotentials, technisch ausgedriickt findet hier also eine Amplitudenmodula-
tion statt.

Sekunddrrezeptoren senden hingegen durchgehend Impulse. Diese Impulse steuern
dann die Menge des zugehorigen Neurotransmitters zur Weitergabe des Reizes, der
wiederum die Frequenz der Aktionspotentiale des empfangenden Neurons steuert. Hier
handelt es sich um Frequenzmodulation, eine Kodierung des Reizes, bei der man Zu-
und Abnahme eines Reizes besser wahrnehmen kann.

Rezeptorzellen konnen einzeln vorkommen oder aber komplexe Sinnesorgane bilden
(z.B. Augen oder Ohren). Es konnen sowohl Reize im Korper empfangen werden (das
machen dann Enterorezeptoren) wie auch Reize aufierhalb des Korpers (hierfiir sind
die Exterorezeptoren zusténdig).

Nachdem wir nun skizziert haben, wie Information aus der Umwelt aufgenommen wird,
ist interessant zu betrachten, auf welche Weise sie verarbeitet wird.

2.3.2 Informationsverarbeitung findet auf jeder Ebene des Nervensystems
statt

Es ist ndmlich keinesfalls so, dass alle Informationen ins Gehirn geleitet werden, dort
verarbeitet werden, und das Gehirn danach fiir eine ,,Ausgabe“ in Form von motori-
schen Impulsen sorgt (das einzige, was ein Lebewesen in seiner Umwelt wirklich tun
kann, ist ja, sich zu bewegen). Die Informationsverarbeitung ist komplett dezentral
angelegt. Um das Prinzip zu verdeutlichen, wollen wir kurz ein paar Beispiele betrach-
ten, fiir die wir in unserer Informationsverarbeitungshierarchie wieder vom Abstrakten
zum Grundlegenden wandern.

> Dass im Groflhirn als hochstentwickelter Informationsverarbeitender Struktur in
der Natur Informationsverarbeitung stattfindet, ist klar.

> In der Hierarchie deutlich tiefer liegt das Mittelhirn und der Thalamus, den wir
als Tor zur Groflhirnrinde schon kennengelernt haben: Auch das von ihm betrie-
bene Filtern von Informationen nach aktueller Relevanz ist eine sehr wichtige
Art der Informationsverarbeitung. Doch auch der Thalamus erhélt keine Reize
von auflen, die nicht bereits vorverarbeitet wurden. Machen wir einen Sprung zur
untersten Ebene, den Sinneszellen.

> Bereits auf der untersten Ebene, den Rezeptorzellen, wird Information nicht
nur aufgenommen und weitergeleitet, sondern auch direkt verarbeitet. Einer der
Hauptaspekte zu diesem Thema ist die Verhinderung von ,Dauerreizen“ an das



Zentralnervensystem durch sensorische Adaption: Bei kontinuierlicher Rei-
zung werden sehr viele Rezeptorzellen automatisch unempfindlicher. Rezeptor-
zellen stellen also keine direkte Abbildung von spezifischer Reizenergie auf Akti-
onspotentiale da, sondern sind abhéngig von der Vergangenheit. Weitere Sensoren
dndern die Empfindlichkeit je nach Situation: Es gibt Geschmacksrezeptoren, die
je nach Erndhrungszustand des Organismus mehr oder weniger stark auf densel-
ben Reiz ansprechen.

> Selbst bevor ein Reiz zu den Rezeptorzellen vorstoft, kann durch einen vorge-
schalteten signalfithrenden Apparat schon Informationsverarbeitung stattfinden,
beispielsweise in Form von Verstarkung: Die Ohrmuschel und das Innenohr ha-
ben eine spezifische schallverstédrkende Form, welche es — in Verbindung mit den
Sinneszellen des Horsinns — ebenfalls ermdglich, dass der Nervenreiz nur loga-
rithmisch mit der Intensitdt des gehorten Signals ansteigt. Dies ist bei ndherer
Betrachtung auch sehr notwendig, da der Schalldruck der Signale, fiir die das
Ohr gemacht ist, iiber viele Zehnerpotenzen variieren kann. Eine logarithmische
Messweise ist hier von Vorteil. Erstens wird Uberlastung vermieden, und dass
zweitens die Intensitdtsmessung bei intensiven Signalen dadurch weniger genau
wird, macht auch nichts: Wenn neben einem gerade ein Diisenjet startet, sind
winzige Schwankungen im Larmpegel zu vernachléssigen.

Um noch etwas mehr Bauchgefiihl iber Sinnesorgane und Informationsverarbeitung
im Organismus zu erhalten, sollen nun kurz , gingige“, also in der Natur haufig anzu-
treffende Lichtsinnesorgane beschrieben werden. Beim dritten beschriebenen Lichtsin-
nesorgan, dem Einzellinsenauge, gehen wir dann auf Informationsverarbeitung ein, die
noch direkt im Auge stattfindet.

2.3.3 Eine Skizze haufiger Lichtsinnesorgane

Fiir viele Lebewesen hat es sich als extrem niitzlich erwiesen, elektromagnetische Strah-
lung in bestimmten Bereichen wahrzunehmen. Konsequenterweise sind Sinnesorgane
entstanden, welche solch elektromagnetische Strahlung feststellen kénnen, und der Wel-
lenldngenbereich dieser Strahlung, welcher fiir den Menschen wahrnehmbar ist, heifit
dadurch sichtbarer Bereich oder schlicht Licht. Verschiedene Wellenléngen dieser sicht-
baren Strahlung nehmen wir Menschen durch verschiedene Farben wahr. Der sichtbare
Bereich der elektromagnetischen Strahlung ist nicht bei allen Lebewesen gleich, manche
Lebewesen konnen Farben (=Wellenldngenbereiche) nicht sehen, die wir sehen konnen,
andere Lebewesen konnen sogar zusétzliche Wellenldngenbereiche (z.B. im UV-Bereich)
wahrnehmen. Bevor wir zum Menschen kommen, wollen wir kurz — um etwas breiter



Abbildung 2.5: Facettenaugen einer Raubfliege

angelegtes Wissen zum Sehsinn zu erhalten — zwei Sehsinnesorgane betrachten, die
evolutionir gesehen vor dem Menschen da waren.

2.3.3.1 Komplexaugen und Lochkameraaugen bieten nur zeitlich bzw. ortlich
hohe Auflosung

Betrachten wir als erstes das sogenannte Komplexauge (Abb. , auch Facetten-
auge genannt, welches beispielsweise bei Insekten und Krustentieren vorkommt. Das
Komplexauge besteht aus vielen kleinen, separaten Einzelaugen, die, wenn man das
Komplexauge von aufien betrachtet, auch deutlich sichtbar sind und ein wabenédhnliches
Muster erzeugen. Jedes Einzelauge im Komplexauge verfiigt iiber eine eigene Nerven-
faser als Anbindung an das Insektengehirn. Da wir die Einzelaugen sehen konnen, ist
klar, dass die Anzahl der Bildpunkte, also die spatiale Auflésung bei Komplexaugen
recht niedrig liegen muss: Das Bild ist unscharf. Komplexaugen bieten aber auch Vor-
teile, gerade fiir schnellfliegende Insekten: Bestimmte Arten Komplexaugen verarbeiten
mehr als 300 Bilder pro Sekunde (dem Menschen hingegen erscheinen schon Kinofilme
mit 25 Bildern pro Sekunde als fliissige Bewegung).

Lochkameraaugen kommen zum Beispiel bei Krakenarten vor und funktionieren —
man errdt es — ahnlich einer Lochkamera. Es gibt ein winziges Lichteintrittsloch,
welches ein scharfes Bild auf dahinterliegende Sinneszellen projiziert, die raumliche
Auflésung ist hier also deutlich hoher als beim Komplexauge. Aufgrund des winzigen
Eintrittsloches ist das Bild aber sehr lichtschwach.



2.3.3.2 Einzellinsenaugen kombinieren beide Starken, sind aber komplexer
aufgebaut

Die bei Wirbeltieren verbreitete Art des Lichtsinnesorgans ist das Einzellinsenauge:
Es vermittelt ein scharfes, hochaufgelostes Bild der Umwelt, bei hoher bzw. varia-
bler Lichtstérke. Dafiir ist es komplizierter aufgebaut. Wie beim Lochkameraauge fallt
Licht durch eine Offnung ein (Pupille) und wird im Auge auf eine Schicht Sinneszel-
len projiziert (Netzhaut oder Retina). Im Unterschied zum Lochkameraauge kann
der Offnungsgrad der Pupille allerdings den Helligkeitsverhéltnissen angepasst werden
(dies geschieht durch den Iris-Muskel, der die Pupille vergrofiert oder verkleinert).
Diese Unterschiede im Pupillenéffnungsgrad machen eine aktive Scharfstellung des Bil-
des notwendig, weswegen das Einzellinsenauge noch eine ebenfalls verstellbare Linse
enthélt.

2.3.3.3 Die Retina ist nicht nur Empfianger, sondern verarbeitet Informationen

Die auftreffenden Lichtsignale werden in der Retina aufgenommen und direkt durch
mehrere Schichten informationsverarbeitender Zellen vorverarbeitet. Wir wollen kurz
verschiedene Punkte dieser Informationsvorverarbeitung betrachten und gehen dabei
den Weg, den die vom Licht eingebrachte Information nimmt:

Photorezeptoren empfangen das Lichtsignal und 16sen Aktionspotentiale aus (es gibt
verschiedene Rezeptoren fiir verschiedene Farbanteile und Lichtintensitéten). Die-
se Rezeptoren sind der eigentlich lichtempfangende Teil der Retina und derart
empfindlich, dass bereits das Auftreffen von einem einzigen Photon ein Aktions-
potential auslésen kann. Mehrere Photorezeptoren leiten dann ihre Signale an
eine einzige

Bipolarzelle weiter, hier findet also bereits eine Zusammenfassung der Information
statt. Schlussendlich gelangt das nun umgewandelte Lichtsignal wieder von je-
weils mehreren Bipolarzellen? in die

Ganglienzellen. Es konnen verschieden viele Bipolarzellen ihre Information an eine
Ganglienzelle weiterleiten. Je hoher die Zahl der Photorezeptoren, von denen
die Ganglienzelle betroffen ist, um so grofler ist der Wahrnehmungsbereich, das
Rezeptive Feld, welches die Ganglien abdeckt — und um so weniger Bildschérfe
ist im Bereich dieser Ganglienzelle gegeben. Hier werden also direkt in der Retina
bereits Informationen aussortiert und das Gesamtbild z.B. in Randsichtbereichen
verunschéarft. Bis jetzt haben wir die Informationsverarbeitung in der Retina aber

2 Es gibt wieder verschiedene Arten Bipolarzellen, deren Betrachtung hier aber zu weit fiihren wiirde.



als reine Top-Down-Struktur kennengelernt. Dies bringt uns nun zur Betrachtung
der

Horizontal- und Amakrinzellen. Diese Zellen sind nicht von vorne nach hinten, son-
dern lateral verbunden und machen es moglich, dass Lichtsignale sich direkt wah-
rend der Informationsverarbeitung in der Retina lateral beeinflussen — eine viel
méchtigere Art der Informationsverarbeitung als komprimieren und verunschér-
fen. Horizontalzellen ist es hierbei moglich, von einem Photorezeptor angeregt,
andere nahe Photorezeptoren ebenfalls anzuregen und gleichzeitig weiter entfern-
te Bipolarzellen und Rezeptoren zu hemmen. Dies sorgt fiir die klare Wahrneh-
mung von Konturen und hellen Punkten. Amakrinzellen kdnnen weiter bestimmte
Reize verstéirken, indem sie Informationen von Bipolarzellen auf mehrere Gangli-
enzellen verteilen oder auch Ganglien hemmen.

Wir sehen an diesem Anfang des Wegs visueller Information ins Hirn, dass Informati-
onsverarbeitung zum einen vom ersten Moment der Informationsaufnahme stattfindet
— und zum anderen parallel in Millionen von informationsverarbeitenden Zellen statt-
findet. Kein Systembestandteil ruht jemals, und aus dieser massiven Verteilung der
Arbeit zieht das Nervensystem seine Macht und Fehlerresistenz.

2.4 Neuronenmengen in unterschiedlich hoch entwickelten
Lebewesen

Hier nun ein Uberblick, welche verschiedenen Lebewesen was fiir eine Kapazitit an
Neuronen besitzen (zum Grofiteil aus [RD05]):

302 Neuronen benétigt das Nervensystem eines Fadenwurms, der einen beliebten Mo-
dellorganismus in der Biologie darstellt. Fadenwiirmer leben im Erdboden und
erndhren sich von Bakterien.

10* Neuronen ergeben eine Ameise (der Einfachheit halber sei vernachlissigt, dass
manche Ameisenarten auch mehr oder weniger leistungsfihige Nervensysteme
aufweisen konnen). Durch verschiedene Lockstoffe und Diifte sind Ameisen zu
komplexem Sozialverhalten und zur Bildung von riesigen Staaten mit Millionen
von Individuen in der Lage. Sieht man nicht die Ameise, sondern einen solchen
Staat als Individuum an, so kommt man ungefihr auf die kognitive Leistungsfa-
higkeit eines Schimpansen bis hin zum Menschen.

Mit 10° Neuronen kénnen wir das Nervensystem einer Fliege bauen. Eine Fliege kann
im dreidimensionalen Raum in Echtzeit ausweichen, durch einen Looping an der



Decke landen, besitzt umfangreiche Sensorik durch Facettenaugen, Tasthaare,
Nerven an den Beinenden und vieles mehr. Eine Fliege hat also ,in Hardware“
umfangreiche Differential- und Integralrechnungen in hohen Dimensionen imple-
mentiert. Wir alle wissen, dass eine Fliege schwer zu fangen ist. Natiirlich werden
auch die Korperfunktionen von Neuronen gesteuert, diese seien aber hier auflen
vor gelassen.

Mit 0.8 - 10 Neuronen haben wir genug Gehirnmasse fiir eine Honigbiene. Honigbie-
nen bilden Staaten und besitzen erstaunliche Fahigkeiten im Bereich der Luftauf-
klarung und Orientierung.

4 - 10°% Neurone ergeben eine Maus, hier sind wir schon in der Welt der Wirbeltiere
angelangt.

1.5 - 107 Neurone reichen bereits fiir eine Ratte, ein Tier, was als auBerordentlich
klug verschrien ist und oft als Teilnehmer fiir verschiedene anschauliche Intel-
ligenztests beziiglich der Tierwelt herangezogen wird. Ratten kénnen aufleror-
dentlich gut riechen und sich orientieren, zeigen auflerdem Sozialverhalten. In
etwa derselben Groflenordnung liegt das Gehirn eines Frosches. Der Frosch be-
sitzt einen komplizierten und funktionsreichen Korperbau, kann schwimmen und
ist zu komplexen Verhaltensweisen fahig. Er kann besagte Fliege wiahrend einer
Sprungbewegung im dreidimensionalen Raum durch seine Augen kontinuierlich
zielerfasssen und durch seine Zunge mit vertretbarer Wahrscheinlichkeit fangen.

5-107 Neurone ergeben eine Fledermaus. Die Fledermaus kann sich in totaler Dun-
kelheit rein akustisch in einem Raum orientieren, auf mehrere Zentimeter genau.
Die Fledermaus kann sich selbst tarnende Insekten (z.B Motten tarnen sich durch
eine bestimmte Fliigelstruktur, welche Schall schlecht zurtickwirft) wéhrend des
Fluges akustisch orten und ebenso wahrend des Fluges fressen.

1.6 - 108 Neurone benétigt das Gehirn eines Hundes, der seit jeher Weggeféihrte des
Menschen ist. Kommen wir zu einem weiteren beliebten Gefahrten des Menschen:

3 . 108 Neurone, also ca. doppelt so viele wie ein Hund, besitzt eine Katze. Wie wir
wissen, sind Katzen sehr elegante, geduldige Raubtiere, fihig zu einer Vielzahl
von Verhaltensweisen. In derselben Grofienordnung liegt librigens der Octopus,
von dem nur wenige wissen, dass er z. B. in Labyrinth-Orientierungstests der
Ratte deutlich iiberlegen ist.

Fiir 6 - 10° Neurone gibt es bereits einen Schimpansen, eines der Tiere, die dem Men-
schen schon sehr dhneln.



10! Neurone besitzt ein Mensch. Der Mensch besitzt meist sehr umfangreiche kogni-
tive Fahigkeiten und ist in der Lage zu sprechen, zu abstrahieren, zu erinnern
und Werkzeuge sowie das Wissen von anderen Menschen zu nutzen, um fortge-
schrittene Technologien und vielfdltige soziale Strukturen zu entwickeln.

Mit 2 - 10! Neuronen gibt es Nervensysteme, die mehr Neuronen besitzen als die
des Menschen: Hier seien Elephanten und bestimmte Walarten genannt.

Bereits mit der oben (sehr diinn) beschriebenen Rechenleistung einer Fliege konnen
unsere aktuellen Computer schon nicht mehr mithalten. Neuere Forschungsergebnisse
legen sogar nahe, dass die in Nervensystemen ablaufenden Prozesse noch einmal deut-
lich méachtiger sind, als man bis vor kurzem noch dachte: Michaeva et al. beschreiben
eine eigene Synapsen-integrierte Informationsverarbeitung [MBW™10|. Inwiefern sich
das bestéatigt, wird die Zeit zeigen.

2.5 Ubergang zu technischen Neuronen: Neuronale Netze
sind eine Karikatur der Biologie

Wie kommen wir nun von den biologischen Neuronalen Netzen zu den technischen?
Durch radikalste Vereinfachung. Hierzu mochte ich nun die fiir die technische Seite
relevanten Erkenntnisse noch einmal kurz zusammenfassen:

Wir haben gesehen, dass die biologischen Neurone miteinander auf gewichtete Weise
vernetzt sind und ihr Signal bei Reizung elektrisch iiber das Axon iibertragen. Von
dort gelangen sie aber nicht direkt in die Nachfolgeneurone, sondern iiberwinden erst
den synaptischen Spalt, in dem das Signal durch variierbare chemische Vorgédnge noch
einmal verdndert wird. Im empfangenden Neuron werden dann die vielen durch den
synaptischen Spalt nachverarbeiteten Inputs zu einem Impuls zusammengefasst bzw.
aufkumuliert. Je nachdem, wie sehr das Neuron durch den kumulierten Input gereizt
wird, gibt es dann selbst einen Impuls ab, oder nicht — der Output ist also nichtlinear,
er ist nicht etwa proportional zum kumulierten Input. Unsere kurze Zusammenfassung
entspricht nun genau den wenigen Faktoren biologischer Neuronaler Netze, welche wir
in die technische Approximation iibernehmen wollen:

Vektorieller Input: Der Input von technischen Neuronen hat viele Komponenten, ist
also ein Vektor. In der Natur empfingt ein Neuron ja auch Impulse von durch-
schnittlich 10% bis 10* anderen Neuronen.

Skalarer Qutput: Der Output eines Neurons ist ein Skalar, hat also nur eine Kompo-
nente. Viele skalare Outputs bilden dann wieder einen vektoriellen Input eines



anderen Neurons. Dies bedeutet insbesondere, dass irgendwo im Neuron die vie-
len Inputkomponenten so zusammengefasst werden miissen, dass nur eine Kom-

ponente iibrig bleibt.
Synapsen verandern Input: Auch in technischen Neuronalen Netzen werden die In-

puts vorverarbeitet, ndmlich mit einer Zahl (dem Gewicht) multipliziert — also

gewichtet. Die Menge aller dieser synaptischen Gewichte stellen — sowohl im biolo-
gischen als auch im technischen Sinne — den Informationsspeicher des neuronalen

Netzes dar.
Aufkumulieren der Inputs: In der Biologie werden die Inputs nach der chemischen Ver-
dnderung zu einem Impuls zusammengefasst, also aufkumuliert — in der Technik

geschieht dies oft durch die gewichtete Summe, die wir noch kennenlernen werden.
Im Neuron arbeiten wir also anstatt mit einem Vektor nach der Aufkumulierung

mit nur einem Wert, einem Skalar, weiter.
Nichtlineare Kennlinie: Auch unsere technischen Neurone haben keinen zum Input

proportionalen Output.

Gewichte einstellbar: Die Gewichte, mit denen die Inputs gewichtet werden, sind va-
riabel, dhnlich den chemischen Prozessen am synaptischen Spalt. Dies verleiht
dem Netz eine grole Dynamik, denn in den Gewichten bzw. der Art und Stérke
der chemischen Vorgidnge in einem synaptischen Spalt wird das ,,Wissen“ eines

Neuronalen Netzes zu grofien Teilen gespeichert.
Unser aktuelles, nur salopp formuliertes, sehr einfaches Neuronenmodell erhéalt also
einen vektoriellen Input
Z,

mit Komponenten z;. Es kumuliert diese multipliziert mit den zugehorigen Gewichten
w; auf:
Z W;xj.
(2

Obiger Term wird auch gewichtete Summe genannt. Die nichtlineare Abbildung f be-

stimmt dann den skalaren Output y:

)

Nach dieser Uberleitung wollen wir nun unser Neuronenmodell genauer spezifizieren
und ihm noch einige Kleinigkeiten hinzufiigen. Auf welche Weise Gewichte eingestellt

werden konnen, werden wir anschliefend ebenfalls betrachten.



Ubungsaufgaben

Aufgabe 4. Es wird geschitzt, dass ein menschliches Gehirn etwa 10! Nervenzellen
besitzt, von denen jede etwa 10% — 10 Synapsen aufweist. Gehen wir fiir diese Aufgabe
von 102 Synapsen pro Neuron aus. Nehmen wir weiter an, eine einzelne Synapse kénnte
4 Bit an Information speichern. Naiv gerechnet: Welche Speicherkapazitdt hat das
Gehirn also? Beachten Sie, dass die Information, welches Neuron mit welchem anderen
eine Verbindung besitzt, auch von Bedeutung ist.






Kapitel 3

Bausteine kiinstlicher Neuronaler Netze

Formale Definitionen und umgangssprachliche Erklarungen der Bestandteile,
die die technischen Adaptionen der biologischen Neuronalen Netze ausmachen.
Erste Beschreibungen, wie man diese Bestandteile zu einem Neuronalen Netz
zusammensetzen kann.

Dieses Kapitel beinhaltet die formalen Definitionen fiir den Grofteil der Bausteine Neu-
ronaler Netze, die wir spater verwenden werden. Nach dem Ende dieses Kapitels kann
man ohne weiteres auch einzelne Kapitel des Skriptums lesen, ohne die vorangehenden
zu betrachten (auch wenn das natiirlich nitzlich wére).

3.1 Der Zeitbegriff bei Neuronalen Netzen

Bei manchen Definitionen verwenden wir in dieser Arbeit einen Begriff der Zeit bzw.
der Durchlaufanzahl des Neuronalen Netzes. Die Zeitrechnung unterteilt sich hierbei
in diskrete Zeitschritte:

Definition 3.1 (Zeitbegriff). Die aktuelle Zeit (Jetzt-Zeit) wird dabei als (¢) bezeich-
net, der néchste Zeitschritt mit (t+1), der vorherige mit (¢—1) und sdmtliche anderen
analog. Beziehen sich verschiedene mathematische Gréflen (z.B. net; oder o;) in den
folgenden Kapiteln auf einen bestimmten Zeitpunkt, so lautet die Schreibweise hierfiir
z.B. net;(t — 1) oder o;(t).

Biologisch ist das natiirlich nicht sehr plausibel (bei unserem Gehirn wartet auch kein
Neuron auf ein anderes), aber die Implementierung wird dadurch ganz wesentlich ver-
einfacht.
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3.2 Bestandteile Neuronaler Netze

Ein technisches Neuronales Netz besteht aus simplen Recheneinheiten, den Neuronen,
sowie gerichteten, gewichteten Verbindungen zwischen diesen. Die Verbindungsstérke
(bzw. das Verbindungsgewicht) zwischen zwei Neuronen i und j wollen wir als wj ;
bezeichnen'.

Definition 3.2 (Neuronales Netz). Ein Neuronales Netz ist ein sortiertes Tripel
(N,V,w) mit zwei Mengen N, V sowie einer Funktion w, wobei N die Menge der
Neurone bezeichnet und V' eine Menge {(4,7)|i,7 € N} ist, deren Elemente Verbin-
dungen von Neuron i zu Neuron j heiflen. Die Funktion w : V — R definiert die
Gewichte, wobei w((i,j)), das Gewicht der Verbindung von Neuron i zu Neuron j,
kurz mit w; ; bezeichnet wird. Sie ist je nach Auffassung entweder undefiniert oder 0
fiir Verbindungen, welche in dem Netz nicht existieren.

SNIPE: In Snipe instantiiert man zunéchst ein Objekt der Klasse NeuralNetworkDescriptor,
dass den groben Umriss eines Netzes definiert (z.B. die Anzahl der Neuronenschichten). Mittels
des Descriptors kann man dann beliebig viele konkrete Neuronale Netze in Form von Objekten
der Klasse NeuralNetwork instantiieren. Um mit der Snipe-Programmierung anzufangen, sind
die Dokumentationen genau dieser beiden Klassen — in dieser Ordnung — der richtige Ort zum
Lesen. Dieses Layout aus Descriptor und abhéngigen konkreten Netzen ist implementierungs-
technisch durchaus sinnvoll, denn man kann damit effizient auch groe Mengen dhnlicher (aber
nicht unbedingt gleicher) Netze erzeugen, und verschiedene Parameter zentral dndern.

Die Gewichtungen lassen sich also in einer quadratischen Gewichtsmatriz W oder
wahlweise einem Gewichtsvektor W implementieren, wobei im Falle der Matrix die
Zeilennummer angibt, von wo die Verbindung ausgeht, und die Spaltennummer, wel-
ches Neuron ihr Ziel ist. In diesem Fall markiert die Zahl 0 in der Tat eine nicht
existierende Verbindung. Diese Matrixdarstellung wird auch Hinton-Darstellung
genanntQ.

Die Neurone und Verbindungen sind ihrerseits aus folgenden Bestandteilen und Gréfien
zusammengesetzt (ich gehe dabei den Weg, den die Daten innerhalb eines Neurons
nehmen, der Abb.[3.1 auf der rechten Seite| nach von oben nach unten):

1 Vorsicht beim Literaturstudium: Bei manchen Literaturstellen kénnen die 7 und j in w; ; vertauscht sein
— hier gibt es keinen einheitlichen Standard. Generell bemiihe ich mich aber, in diesem Skriptum die
Schreibweise zu finden, die ich haufiger und an prominenteren Literaturstellen antreffe.

2 Wieder Vorsicht bei Literaturstudium: Bei manchen Literaturstellen kdnnen Achsen und Zeilen vertauscht
sein. Auch hier gibt es keine Konsistenz iiber die Gesamtliteratur.
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lNetzeinqabe

Aktivierungsfunktion
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Abbildung 3.1: Datenverarbeitung eines Neurons. Die Aktivierungsfunktion eines Neurons beinhal-
tet den Schwellenwert.



3.2.1 Verbindungen iibertragen Informationen, die von den Neuronen
verarbeitet werden

Uber die Verbindungen werden Daten zwischen Neuronen iibertragen, wobei das Ver-
bindungsgewicht entweder verstiarkend oder hemmend wirkt. Die Definition von Ver-
bindungen ist bereits in der Definition des Neuronalen Netzes eingeschlossen.

SNIPE: Verbindungsgewichte lassen sich mit der Methode NeuralNetwork.setSynapse &n-
dern.

3.2.2 Die Propagierungsfunktion verwandelt vektorielle Eingaben zur
skalaren Netzeingabe

Wenn man ein Neuron j betrachtet, so findet man meistens eine ganze Menge Neurone,
von denen eine Verbindung zu j ausgeht, die also Ausgaben an j weiterleiten.

Die Propagierungsfunktion nimmt fiir ein Neuron j Ausgaben o;,,...,0;, anderer
Neurone i1, ig, ..., i, entgegen (von denen eine Verbindung zu j existiert), und verar-
beitet diese unter Beriicksichtigung der Verbindungsgewichte w; ; zur Netzeingabe net;,
welche von der Aktivierungsfunktion weiterverwendet werden kann. Die Netzeingabe

ist also das Ergebnis der Propagierungsfunktion.
Definition 3.3 (Propagierungsfunktion und Netzeingabe). Es sei I = {ij,da,...,1p}

die Menge der Neurone, bei denen gilt Vz € {1,...,n} : Jw;_ ;. Dann berechnet sich
die Netzeingabe von j, genannt net;, durch die Propagierungsfunktion fprop:

net; = forop(Oiys - 300y, Wiy gy oy Wiy, ) (3.1)

Beliebt ist hier die Gewichtete Summe: Die Multiplikation der Ausgabe eines jeden
i mit w; j, und die Aufsummierung der Ergebnisse:

netj = Z(OZ . wm) (3.2)

el

SNIPE: Die Gewichtete Summe ist exakt so in Snipe als Propagierungsfunktion realisiert.



3.2.3 Die Aktivierung ist der ,,Schaltzustand* eines Neurons

Nach dem Vorbild der Natur ist jedes Neuron zu jeder Zeit zu einem bestimmten
Grad aktiv, gereizt, oder was man sonst fiir Ausdriicke verwenden mochte. Von die-
sem Aktivierungszustand hangen die Reaktionen des Neurons auf Eingaben ab. Der
Aktivierungszustand gibt also den Grad der Aktivierung eines Neurons an und wird
oft kurz als Aktivierung bezeichnet. Seine formale Definition wird von der gleich fol-
genden Definition der Aktivierungsfunktion eingeschlossen. Allgemein kann man aber
definieren:

Definition 3.4 (Aktivierungszustand / Aktivierung allgemein). Sei j Neuron. Der Ak-
tivierungszustand a;, kurz Aktivierung genannt, ist j eindeutig zugeordnet, bezeichnet
den Grad der Aktivitdt des Neurons und ergibt sich aus der Aktivierungsfunktion.

SNIPE: Der Aktivierungszustand von Neuronen lasst sich mit den Methoden getActivation
bzw. setActivation der Klasse NeuralNetwork abrufen bzw. setzen.

3.2.4 Neuronen werden aktiviert, wenn die Netzeingabe ihren
Schwellenwert iiberschreitet

Um den Schwellenwert herum reagiert die Aktivierungsfunktion eines Neurons beson-
ders empfindlich. Biologisch gesehen stellt der Schwellenwert die Reizschwelle dar, ab
der ein Neuron feuert. Der Schwellenwert wird ebenfalls weitestgehend in der Definiti-
on der Aktivierungsfunktion mitdefiniert, allerdings kann man allgemein definieren:

Definition 3.5 (Schwellenwert allgemein). Sei j Neuron. Der Schwellenwert O; ist
j eindeutig zugeordnet und markiert die Stelle der grofiten Steigung der Aktivierungs-
funktion.

3.2.5 Die Aktivierungsfunktion berechnet abhangig von Schwellenwert
und Netzeingabe, wie stark ein Neuron aktiviert ist

Wie wir schon gehért haben, hangt die Aktivierung a; eines Neurons j zu einem be-
stimmten Zeitpunkt davon ab, wie aktiviert das Neuron bereits war® und welche Ein-
gaben es von auflen erhalten hat.

3 Die vorherige Aktivierung muss nicht immer in die Berechnung des neuen Aktivierungszustandes mitein-
bezogen werden — wir werden fiir beide Varianten Beispiele kennenlernen.



Definition 3.6 (Aktivierungsfunktion und Aktivierung). Sei j Neuron. Die Akti-
vierungsfunktion ist definiert als

aj(t) = fact(netj(t), aj(t — 1), @]) (3.3)

und verarbeitet also die Netzeingabe net; und den alten Aktivierungszustand a;(t — 1)
zu einem neuen Aktivierungszustand a;(t), wobei der Schwellenwert © wie oben schon
erldutert eine grofie Rolle spielt.

Im Unterschied zu anderen Groflen innerhalb des Neuronalen Netzes (insbesondere zu
den bisher definierten) ist die Aktivierungsfunktion oft global fiir alle oder zumindest
eine Menge von Neuronen definiert, nur die Schwellenwerte unterscheiden sich dann
von Neuron zu Neuron. Auch sollten wir im Hinterkopf behalten, dass sich die Schwel-
lenwerte z.B. durch einen Lernvorgang &ndern sollten, so dass es insbesondere notig
werden kann, die Schwellenwerte auf die Zeit zu beziehen und z.B. ©; als ©,(t) zu
schreiben (das habe ich hier der Ubersichtlichkeit zuliebe erst einmal unterlassen). Die
Aktivierungsfunktion wird auch oft als Transferfunktion bezeichnet.

SNIPE: Aktivierungsfunktionen sind in Snipe generalisiert zu ,Neuronenverhaltensweisen*
(Neuron Behaviors). Diese kénnen zum einen ganz normale Aktivierungsfunktionen représentie-
ren, aber auch interne Zustinde besitzen. Diesbeziigliche Programmbestandteile befinden sich
im Paket neuronbehavior, wo auch einige der gleich vorgestellten Aktivierungsfunktionen imple-
mentiert sind. Das Interface NeuronBehavior erlaubt die Implementierung eigener Verhaltens-
weisen. Objekte, die von diesem Interface erben, kénnen einem NeuralNetworkDescriptor iiber-
geben werden; pro Neuronenschicht kann eine Neuronenverhaltensweise festgelegt werden.

3.2.6 Gangige Aktivierungsfunktionen

Die einfachste Aktivierungsfunktion ist die bindre Schwellenwertfunktion
(Abb. [3.2 auf Seite 48)), welche nur zwei Werte annehmen kann (auch Heaviside-
Funktion genannt). Sie wechselt am Schwellenwert von einem Wert auf den andern,
ist aber ansonsten konstant. Dies impliziert, dass sie am Schwellenwert nicht
differenzierbar ist und die Ableitung ansonsten 0 ist. Dies macht z.B. das Lernen
mit Backpropagation unmoglich (spéater mehr dazu). Beliebt ist weiterhin die auch
Logistische Funktion genannte Fermifunktion (Abb.

1
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welche einen Wertebereich von (0, 1) aufweist, sowie der Tangens Hyperbolicus (Abb.
3.2) mit einem Wertebereich von (—1, 1) — beide differenzierbar. Die Fermifunktion ist
einfach um einen Temperaturparameter T zu der Form

1
— (3.5)
14+eT
erweiterbar, der, je kleiner man ihn wahlt, die Funktion auf der z-Achse zusammen-
staucht. So kann man sie beliebig an die Heaviside-Funktion annéhern. Es existieren
iibrigens auch Aktivierungsfunktionen, welche nicht eindeutig bestimmt sind, sondern
nach einer Zufallsverteilung von der Eingabe abhéngen (stochastische Aktivierungsfunk-
tionen).

Eine wirklich erwéahnenswerte Alternative zum Tangens Hyperbolicus wurde von AN-
GUITA et al. vorgeschlagen [APZ93|. Inspiriert von den eher langsamen Computern, die
es 1993 gab, haben sie sich Gedanken gemacht, wie man ein Neuronales Netz beschleu-
nigen konnte, und kamen schnell darauf, dass die Approximation der e-Funktion im
Tangens Hyperbolicus rechenzeitméflig sehr lange dauert. So haben sie den Tangens
Hyperbolicus ndherungsweise mit zwei Parabelbdgen und zwei Halbgeraden nachge-
baut. Die resultierende Funktion bietet zwar statt des Werteberichs von [—1;1] ,nur
einen Wertebereich von [—0.96016;0.96016], lasst sich aber — je nach CPU — um den
Faktor 200 schneller mittels einer Addition und zwei Multiplikationen berechnen und
bietet auch noch weitere Vorteile, die an anderer Stelle genannt werden.

SNIPE: Die hier vorgestellten stetigen Aktivierungsfunktionen finden sich in den Klassen Fermi
sowie TangensHyperbolicus im Paket neuronbehavior wieder. Die schnelle Approximation des
Tangens Hyperbolicus befindet sich in der Klasse TangensHyperbolicusAnguita.

3.2.7 Eine Ausgabefunktion kann genutzt werden, um die Aktivierung
nochmals zu verarbeiten

Die Ausgabefunktion eines Neurons j berechnet die Werte, die an die anderen Neu-
rone, zu welchen eine Verbindung von j besteht, weitergegeben werden. Formaler:

Definition 3.7 (Ausgabefunktion). Sei j Neuron. Die Ausgabefunktion
fout(aj) = 0y (3.6)

berechnet dann den Ausgabewert o; des Neurons j aus seinem Aktivierungszustand a;.
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Abbildung 3.2: Verschiedene gingige Aktivierungsfunktionen, von oben nach unten: Heaviside-
bzw. Binare Schwellenwertfunktion, Fermifunktion, Tangens hyperbolicus. Die Fermifunktion wur-
de um einen Temperaturparameter erweitert. Die urspriingliche Fermifunktion ist hierbei dunkel
herausgestellt, die Temperaturparameter bei den modifizierten Fermifunktionen betragen (aufstei-

gend geordnet nach Anstieg) £, £, & und 5.



Auch die Ausgabefunktion ist i.d.R. global definiert. Oft ist diese Funktion die Identitdt,
d.h. es wird direkt die Aktivierung a; ausgegeben:

fous(aj) = aj, also 0; = a; (3.7)

Solange nicht explizit anders angegeben, werden wir innerhalb dieser Arbeit die Iden-
titdt als Ausgabefunktion verwenden.

3.2.8 Lernverfahren passen ein Netz auf unsere Bediirfnisse an

Da wir uns diesem Thema spéter noch sehr ausfiihrlich widmen werden und erst einmal
die Grundsétze des Aufbaus Neuronaler Netze kennen lernen méchten, sei hier nur kurz
und allgemein definiert:

Definition 3.8 (Lernregel, allgemein). Ein Lernverfahren ist ein Algorithmus, der
das Neuronale Netz verdndert und ihm so beibringt, fir eine vorgegebene Eingabe eine
gewiinschte Ausgabe zu produzieren.

3.3 Verschiedene Netztopologien

Nachdem wir nun den Aufbau der Bestandteile Neuronaler Netze kennengelernt haben,
mochte ich einen Uberblick iiber die giingigen Topologien (= Bauarten) von Neuronalen
Netzen geben — also aus den Bausteinen Netze bauen. Jede beschriebene Topologie
wird sowohl mit Abbildung als auch durch seine Hinton-Darstellung illustriert, damit
der Leser sofort die Charakteristika sehen und bei der Betrachtung anderer Netze
anwenden kann.

Die gepunktet eingezeichneten Gewichte werden in der Hinton-Darstellung als hell-
graue Kistchen dargestellt, die durchgezogenen als dunkelgraue. Die der Ubersichtlich-
keit halber hinzugefiigten Input- und Outputpfeile sind in der Hinton-Darstellung nicht
zu finden. Um zu verdeutlichen, dass die Verbindungen von den Zeilenneuronen zu den
Spaltenneuronen gehen, ist in der oberen linken Zelle der kleine Pfeil " eingefiigt.

SNIPE: Snipe ist dafiir ausgelegt, verschiedenste Netztopologien realisieren zu konnen. Hierfiir
unterscheidet Snipe verschiedene Synapsenklassen (abhingig von Synapsenstart und -Ziel), die
in einer NeuralNetworkDescriptor-Instanz fiir die davon abhéngenden Netze nach Belieben
mittels der setAllowed-Methoden erlaubt oder verboten werden kénnen.

4 Andere Definitionen der Ausgabe kénnen sinnreich sein, wenn der Wertebereich einer Aktivierungsfunktion
nicht ausreichend ist.



3.3.1 FeedForward-Netze bestehen aus Schichten und Verbindungen zur
jeweils nachsten Schicht

FeedForward-Netze (Abb. (3.3 auf der rechten Seite|) sind in dieser Arbeit die Netze,
die wir zunédchst erforschen werden (wenn auch spéter andere Topologien verwendet
werden). Die Neurone sind in Schichten eingeteilt: Eine Eingabeschicht, n ver-
steckte Verarbeitungsschichten (unsichtbar von auflen, weswegen man die Neuro-
ne darin auch als versteckt bezeichnet) und eine Ausgabeschicht. Die Verbindungen
von einem jeden Neuron diirfen bei einem FeedForward-Netz ausschliellich ein Neuron
der néchsten Schicht (in Richtung Ausgabeschicht) treffen. Die fiir ein FeedForward-
Netz zugelassenen Verbindungen sind in Abb. [3.3 auf der rechten Seite| durchgezogen
dargestellt. Sehr oft begegnet man FeedForward-Netzen, in denen jedes Neuron ¢ eine
Verbindung zu allen Neuronen der nachfolgenden Schicht besitzt (diese Schichten nennt
man dann untereinander vollverkniipft). Outputneurone werden zur Vermeidung von
Benennungskonflikten oft mit €2 bezeichnet.

Definition 3.9 (FeedForward-Netz). Ein FeedForward-Netz (Abb. [3.3 auf der rech}
besitzt klar abgetrennte Schichten von Neuronen: Eine Eingabeschicht, eine
Ausgabeschicht und beliebig viele innere, von auflen nicht sichtbare Verarbeitungs-
schichten (auch versteckte Schichten bzw. hidden layer genannt). Verbindungen sind
nur zu Neuronen der jeweils néchsten Schicht erlaubt.

3.3.1.1 ShortCut-Verbindungen iiberspringen Schichten

Manche FeedForward-Netze gestatten sog. ShortCut- Connections (Abb.|3.4 auf Sei
te 52)): Verbindungen, welche eine oder mehrere Ebenen iiberspringen. Auch diese Ver-
bindungen diirfen ausschliefllich in Richtung der Ausgabeschicht zeigen.

Definition 3.10 (FeedForward-Netz mit ShortCut-Connections).  Wie beim
FeedForward-Netz, doch diirfen Verbindungen nicht nur die néchste, sondern auch
jede andere nachfolgende Schicht zum Ziel haben.

3.3.2 Riickgekoppelte Netze beeinflussen sich selbst

Man spricht von einer Riickkopplung oder Rekurrenz, wenn ein Neuron sich auf
irgendeine Weise oder durch irgendeinen Verbindungsweg selbst beeinflussen kann. Bei
riickgekoppelten oder rekurrenten Netzen sind nicht immer Input- oder Outputneurone
explizit definiert, daher lasse ich die diesbeziigliche Beschriftung in den Abbildungen
weg und nummeriere die Neurone nur durch.
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Abbildung 3.3: Ein FeedForward-Netz mit drei Schichten: Zwei Inputneurone, drei versteckte
Neurone und zwei Outputneurone. Charakteristisch in der Hinton-Darstellung fiir vollverkniipfte
FeedForward-Netze: Die Blockbildung lber der Diagonalen.
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Abbildung 3.4: Ein FeedForward-Netz mit durchgezogen dargestellten Shortcut-Connections.
Rechts der FeedForward-Blocke sind in der Hinton-Darstellung neue Verbindungen hinzugekommen.
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Abbildung 3.5: Ein FeedForward-dhnliches Netz mit direkt riickgekoppelten Neuronen. Die direk-
ten Riickkopplungen sind durchgezogen dargestellt. Sie entsprechen in der Hinton-Darstellung genau
der Diagonalen der Matrix.

3.3.2.1 Direkte Riickkopplungen starten und enden an demselben Neuron

Manche Netze lassen Verbindungen von einem Neuron zu sich selbst zu, was als direkte
Riickkopplung (manchmal auch Selbstrickkopplung oder Selbstrekurrenz) bezeichnet
wird (Abb. . Neurone hemmen und stérken sich so selbst, um an ihre Aktivierungs-
grenzen zu gelangen.

Definition 3.11 (Direkte Rickkopplung). Wir erweitern wieder das FeedForward-
Netz, diesmal um Verbindungen von einem Neuron j zu sich selbst, deren Gewichte
dann den Namen w; ; tragen. Anders ausgedriickt darf die Diagonale der Gewichtsma-
trix W ungleich 0 sein.
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Abbildung 3.6: Ein FeedForward-dhnliches Netz mit indirekt riickgekoppelten Neuronen. Die indi-
rekten Rickkopplungen sind durchgezogen dargestellt. Wie wir sehen, kdnnen hier auch Verbindun-
gen zu vorherigen Schichten existieren. Die zu den FeedForward-Blécken symmetrischen Felder in
der Hinton-Darstellung sind nun belegt.

3.3.2.2 Indirekte Riickkopplungen beeinflussen ihr Startneuron nur iiber Umwege

Sind Verbindungen in Richtung der Eingabeschicht gestattet, so nennt man diese in-
direkte Riickkopplungen. Ein Neuron j kann sich dann durch Umwege nach vorne
selbst beeinflussen, indem es z.B. die Neurone der nichsten Schicht beeinflusst und die
Neurone dieser néchsten Schicht wieder j (Abb. [3.6).

Definition 3.12 (Indirekte Riickkopplung). Wieder vom FeedForward-Netz ausge-
hend, sind diesmal zusétzlich Verbindungen von Neuronen zur vorherigen Schicht er-
laubt, also diirfen die Werte im Bereich unter der Diagonalen von W ungleich 0 sein.
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Abbildung 3.7: Ein FeedForward-dhnliches Netz mit lateral riickgekoppelten Neuronen. Die direk-
ten Riickkopplungen sind durchgezogen dargestellt. Riickkopplungen existieren hier nur ebenen-
weise. In der Hinton-Darstellung sammeln sich um die Diagonale gefiillte Quadrate in Hoéhe der
FeedForward-Blocke an, die jedoch die Diagonale frei lassen.

3.3.2.3 Laterale Riickkopplungen verbinden Neuronen in ein- und derselben
Ebene

Verbindungen von Neuronen innerhalb einer Ebene heiflen laterale Riickkopplun-
gen (Abb. [3.7). Oft hemmt hier jedes Neuron die anderen Neurone der Ebene und
verstarkt sich selbst, es wird dann nur das stiarkste Neuron aktiv ( Winner-Takes-
All-Schema).

Definition 3.13 (Laterale Riickkopplung). Ein lateral riickgekoppeltes Netz erlaubt
Verbindungen innerhalb einer Schicht.
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Abbildung 3.8: Ein vollstandig verbundenes Netz mit symmetrischen Verbindungen, ohne direkte
Riickkopplungen. Nur die Diagonale in der Hinton-Darstellung bleibt frei.

3.3.3 Volistandig verbundene Netze erlauben jede denkbare Verbindung

Vollstindig verbundene Netze erlauben Verbindungen zwischen allen Neuronen, au-
Ber direkten Riickkopplungen; auflerdem miissen die Verbindungen symmetrisch sein
(Abb. . Ein populéres Beispiel sind die selbstorganisierenden Karten, welche in Kap.
[I0] vorgestellt werden.

Definition 3.14 (Vollstdndiger Verbund). Hier darf prinzipiell jedes Neuron zu jedem
eine Verbindung unterhalten — allerdings kann so auch jedes Neuron Eingabeneuron
werden, weshalb direkte Riickkopplungen i.d.R. hier nicht angewandt werden, und es
keine klar definierten Schichten mehr gibt. Die Matrix W darf also iiberall ungleich 0
sein, aufler auf ihrer Diagonalen.



3.4 Das Biasneuron ist ein technischer Trick, Schwellwerte als
Verbindungsgewichte zu behandeln

Wir wissen mittlerweile, dass Neurone in vielen Netzparadigmen einen Schwellenwert
besitzen, der angibt, ab wann ein Neuron aktiv ist. Der Schwellenwert ist also ein
Parameter der Aktivierungsfunktion eines Neurons. Dies ist zwar biologisch am plausi-
belsten, es ist jedoch kompliziert, zwecks Training des Schwellenwerts zur Laufzeit auf
die Aktivierungsfunktion zuzugreifen.

Man kann allerdings Schwellenwerte ©;,,...,0;, fiir Neurone ji,jo,...,j, auch als
Gewicht einer Verbindung von einem immer feuernden Neuron realisieren: Zu diesem
Zweck integriert man ein zuséatzliches, immer 1 ausgebendes Biasneuron in das Netz,
verbindet es mit den Neuronen ji, jo, ..., J, und gibt diesen neuen Verbindungen die
Gewichte —©;,,...,—0;,, also die negativen Schwellenwerte.

Definition 3.15. Ein Biasneuron ist ein Neuron, welches immer 1 ausgibt und als

dargestellt wird. Es wird verwendet, um Schwellwerte als Gewichte zu reprasentieren,
so dass beliebige Lernverfahren sie direkt mitsamt den Gewichten trainieren kénnen.

Den Schwellenwert der Neurone j1, jo, . . ., jn setzt man dann auf 0. Nun sind die Schwel-
lenwerte als Verbindungsgewichte implementiert (Abb.|3.9 auf der folgenden Seite]) und
kénnen beim Training von Verbindungsgewichten direkt mittrainiert werden, was uns
das Lernen erheblich vereinfacht.

Anders ausgedriickt: Wir verschieben die Einrechnung des Schwellenwerts von der Akti-
vierungsfunktion in die Propagierungsfunktion. Noch kiirzer: Der Schwellenwert wird
jetzt einfach von der Netzeingabe subtrahiert, ist also Teil der Netzeingabe. Forma-
ler:

Seien j1, jo, ..., jn Neurone mit Schwellenwerten ©;,,...,0; . Durch Einsetzen eines
immer 1 ausgebenden Biasneurons, Erstellen von Verbindungen von diesem zu den
Neuronen ji, jo,...,jn und Gewichtung dieser Verbindungen wgns j,, - - -, Waias,j, Mit
—0j,,...,—0;, kann man ©;, = ... = 0,, = 0 setzen und erhélt ein aquivalentes Neu-
ronales Netz, bei dem sédmtliche Schwellenwerte durch Verbindungsgewichte realisiert
sind.

Der Vorteil des Biasneurons ist ohne Zweifel die vielfach einfachere Implementierung
des Netzes. Als Nachteil sei genannt, dass die Darstellung des Netzes schon bei nur
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Abbildung 3.9: Zwei dquivalente Neuronale Netze, links eins ohne, rechts eins mit Biasneuron. Die
Neuronenschwellenwerte stehen in den Neuronen, Verbindungsgewichte an den Verbindungen. Der
Ubersichtlichkeit zuliebe habe ich Gewichte der schon vorhandenen (rechts gepunktet dargestellten)
Verbindungen nicht extra aufgeschrieben.

wenigen Neuronen recht unansehnlich wird, von einer grolen Neuronenanzahl ganz zu
schweigen. Ubrigens wird ein Biasneuron auch oft On-Neuron genannt.

Wir wollen mit dem Biasneuron so verfahren, dass es ab hier der Ubersichtlichkeit
halber nicht mehr mit abgebildet wird, wir aber wissen, dass es so etwas gibt und dass
man die Schwellenwerte damit einfach als Gewichte behandeln kann.

SNIPE: Auch in Snipe wurde anstatt Schwellwerten ein Biasneuron implementiert, es tragt den
Index 0.

3.5 Darstellung von Neuronen

Wir haben oben bereits gesehen, dass man in Neuronen ihren Namen oder aber ihren
Schwellenwert schreiben kann. Eine weitere sinnvolle Darstellungsmethode, welche wir
auch in der weiteren Arbeit mehrfach anwenden werden, ist, Neurone nach ihrer Da-
tenverarbeitungsart darzustellen. Einige Beispiele ohne weitere Erlauterungen seien in
Abb. [3.10 auf der rechten Seite] gegeben — erldutert werden die Neuronenarten, sobald
sie gebraucht werden.
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Abbildung 3.10: Verschiedene Neuronenarten, denen wir im Text noch begegnen werden.

3.6 Es ist nicht egal, in welcher Reihenfolge
Neuronenaktivierungen berechnet werden

Fiir ein Neuronales Netz ist es von grofler Bedeutung, in welcher Reihenfolge die
einzelnen Neurone ihre Eingaben empfangen, verarbeiten, und Ergebnisse ausgeben.
Hierbei werden zwei Modellklassen unterschieden:

3.6.1 Synchrone Aktivierung

Alle Neurone dndern ihre Werte synchron, berechnen also simultan Netzeingaben,
Aktivierung und Ausgabe und geben diese weiter. Synchrone Aktivierung kommt dem
biologischen Vorbild am néchsten, macht aber — wenn sie in Hardware implementiert
werden soll — nur auf bestimmten Parallelrechnern Sinn und speziell keinen Sinn fiir
FeedForward-Netze. Diese Variante ist die allgemeinste und kann mit Netzen beliebiger
Topologie sinnvoll angewandt werden.

Definition 3.16 (Synchrone Aktivierung).  Alle Neurone eines Netzes berechnen
gleichzeitig Netzeingaben mittels Propagierungsfunktion, Aktivierung mittels Aktivie-
rungsfunktion und Ausgabe mittels Ausgabefunktion. Hiernach ist der Aktivierungszy-
klus abgeschlossen.

SNIPE: Softwaretechnisch wiirde man diese sehr allgemeine Aktivierungsreihenfolge realisie-
ren, indem man in jedem neuen Zeitschritt zunéchst alle Netzeingaben aus den existierenden
Aktivierungen berechnet, zwischenspeichert, und anschliefend aus den Netzeingaben alle Akti-
vierungen. Und so ist das auch genau das, was in Snipe passiert, denn Snipe muss ja beliebige
Topologien realisieren kénnen.



3.6.2 Asynchrone Aktivierung

Hier &ndern die Neurone ihre Werte nicht simultan, sondern zu verschiedenen Zeitpunk-
ten. Hierfiir gibt es verschiedene Ordnungen, von denen ich ausgewéhlte vorstelle:

3.6.2.1 Zufallige Ordnung

Definition 3.17 (Zufillige Aktivierungsordnung). Bei der zufdlligen Aktivie-
rungsordnung wird jeweils ein Neuron 7 zuféllig gewahlt und dessen net;, a; und o;
aktualisiert. Bei n vielen Neuronen ist ein Zyklus die n-malige Durchfiihrung dieses
Schrittes. Offensichtlich werden manche Neurone pro Zyklus mehrfach aktualisiert,
andere hingegen gar nicht.

Es ist klar, dass diese Aktivierungsordnung nicht immer sinnreich ist.

3.6.2.2 Zufidllige Permutation

Bei der Zufdilligen Permutation wird pro Zyklus jedes Neuron genau einmal bertick-
sichtigt, das Ganze allerdings in zufélliger Reihenfolge.

Definition 3.18 (Zufillige Permutation). Zunéchst wird eine Permutation der Neuro-
ne zuféllig berechnet, welche die Aktivierungsreihenfolge festlegt. In dieser Reihenfolge
werden die Neurone dann sukzessive abgearbeitet.

Auch diese Aktivierungsreihenfolge wird nicht oft eingesetzt, weil erstens die Reihen-
folge im Allgemeinen nicht sinnvoll ist und es zweitens sehr zeit- bzw. rechenaufwin-
dig ist, bei jedem Zyklus eine neue Permutation zu berechnen. Wir werden in Form
der Hopfield-Netze (Kap. |8) zwar eine Topologie kennenlernen, welche nominell eine
zuféllige oder zuféillig permutierte Aktivierungsreihenfolge besitzt — die praktische Um-
setzung sieht dort allerdings so aus, dass man aus o.g. Griinden eine feste Reihenfolge
verwendet.

Bei allen Ordnungen kénnen wahlweise entweder die alten Aktivierungen der Neuro-
ne des Zeitpunkts ¢ als Ausgangspunkt genommen werden, oder aber, wo vorhanden,
bereits die Aktivierungen des Zeitpunkts ¢ 4 1, fiir den wir eigentlich gerade die Akti-
vierungen errechnen.



3.6.2.3 Topologische Ordnung

Definition 3.19 (Topologische Aktivierung). Bei der Topologischen Aktivie-
rungsordnung werden die Neurone pro Zyklus in fester Ordnung aktualisiert, welche
durch die Netztopologie definiert ist.

Dieses Verfahren kommt nur fiir zyklenfreie, also riickkopplungsfreie Netze in Frage, da
man sonst keine Aktivierungsreihenfolge finden kann. In FeedForward-Netzen (fur die
das Verfahren duflerst giinstig ist) wiirden so erst die Eingabeneurone aktualisiert, da-
nach die inneren Neurone, als letztes die Ausgabeneurone. Dies spart eine Menge Zeit:
Bei synchroner Aktivierung wiirde man fiir ein Feed-Forward-Netz mit drei Schichten
beispielsweise drei vollstédndige Propagierungszyklen benétigen, damit eine Eingabe
auch Auswirkungen auf die Ausgabeneurone haben kann. Mittels topologischer Ak-
tivierung ist dies mit nur einem Propagierungszyklus geschafft. Allerdings lasst sich
nicht fiir jede Netztopologie eine sinnvolle Ordnung finden, um auf diese Weise Zeit zu
sparen.

SNIPE: Wenn der Leser mit Snipe FeedForward-Netze realisieren und auf diese Weise Rechen-
zeit einsparen mochte, so kann er in der Dokumentation zur Klasse NeuralNetworkDescriptor
nach der Funktion Fastprop suchen und diese aktivieren. Wahrend der Propagierung werden
die Neurone dann nacheinander durchgegangen und fiir jedes Neuron Netzeingabe und Aktivie-
rung auf einmal berechnet. Da die Neurone von Eingabeschicht iiber die verschiedenen Schichten
bis hin zur Ausgabeschicht durchgehend aufsteigend nummeriert sind, entspricht diese Propa-
gierungsvariante der topologisch sinnvollen Ordnung fiir FeedForward-Netze.

3.6.2.4 Feste Aktivierungsordnungen in der Implementierung

Offensichtlich kann man sich auch feste Aktivierungsordnungen definieren. Es ist
daher eine beliebte Methode bei der Implementierung von z.B. FeedForward-Netzen,
die Aktivierungsreihenfolge einmal nach der Topologie zu ermitteln und zur Laufzeit
diese ermittelte Reihenfolge ohne weitere Priifung weiter zu verwenden. Dies ist jedoch
bei Netzen, die ihre Topologie verdndern kénnen, nicht unbedingt sinnvoll.

3.7 Kommunikation mit der AuBenwelt: Ein- und Ausgabe
von Daten in und von Neuronalen Netzen

Zuletzt sei noch betrachtet, dass in viele Arten von Neuronalen Netzen natiirlich auch
Daten eingegeben werden konnen. Diese werden dann verarbeitet und kénnen eine



Ausgabe hervorrufen. Betrachten wir beispielsweise das FeedForward-Netz aus Abb.
auf Seite 51} Es hat zwei Eingabe- und zwei Ausgabeneurone, also auch zwei numerische
Eingaben z1, x5 und Ausgaben 1, yo. Diese Schreibweise wird natiirlich fiir Netze mit
vielen Ein- und Ausgabeneuronen miihselig — insofern machen wir es uns einfach und
fassen die Ein- und Ausgabekomponenten fiir n Ein- bzw. Ausgabeneurone in den
Vektoren x = (z1,22,...,zy) und y = (y1,¥2,- .-, Yn) Zusammen.

Definition 3.20 (Eingabevektor). Ein Netz mit n vielen Eingabeneuronen benotigt
n Eingaben i, x9,...,x,. Wir fassen diese als Eingabevektor x = (x1,z2,...,Ty)
auf. Die Eingabedimension bezeichnen wir also mit n. Daten werden in ein Neuro-
nales Netz eingegeben, indem die Komponenten des Eingabevektors einfach bei den
Eingabeneuronen als Netzeingabe verwendet werden.

Definition 3.21 (Ausgabevektor). Ein Netz mit m vielen Ausgabeneuronen liefert
m Ausgaben y1, %2, ..., Ym. Wir fassen diese als Ausgabevektor y = (y1,y2,...,Ym)
auf. Die Ausgabedimension bezeichnen wir also mit m. Daten werden von einem
Neuronalen Netz ausgegeben, indem die Komponenten des Ausgabevektors von den
Ausgabewerten der Ausgabeneurone iibernommen werden.

SNIPE: Um Daten durch eine NeuralNetwork-Instanz zu propagieren, wird die propagate-
Methode genutzt. Sie nimmt den Eingabevektor als Array von Doubles entgegen und liefert
einen ebensolchen Ausgabevektor.

Wir haben nun die Grundbausteine der Neuronalen Netze definiert und néher betrach-
tet — ohne jedoch ein Netz einmal in Aktion zu sehen. Wir wollen mit dieser rein
erklarenden Ansicht zunéchst etwas weiter fortfahren und ganz allgemein beschreiben,
wie ein Neuronales Netz lernen konnte.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 5. Ist es (Ihrer Meinung nach) sinnvoll, bei schichtenbasierten Netzen wie
z.B. FeedForward-Netzen ein Biasneuron pro Schicht einzufiigen? Erortern Sie dies in
Bezug auf die Darstellung und die Implementierung des Netzes. Andert sich etwas am
Ergebnis des Netzes?

Aufgabe 6. Zeigen Sie sowohl fiir die Fermifunktion f(z), als auch fiir den Tangens
Hyperbolicus tanh(x), dass sich die Ableitungen der Funktionen durch die Funktion
selbst ausdriicken lassen, dass also die beiden Behauptungen

1. f'(@) = f(&)- (1 - f(z)) und



2. tanh’(z) = 1 — tanh?(x)

gelten.






Kapitel 4

Grundlagen zu Lernprozess und
Trainingsbeispielen

Ansatze und Gedanken, auf welche Arten Maschinen etwas beizubringen ist.
Korrigiert man Neuronale Netze? Bestarkt man sie nur? Lasst man sie gar
ganz alleine ohne Hilfe lernen? Gedanken dariiber, was wir wahrend des
Lernvorganges liberhaupt verandern mochten, wie wir es verandern, (iber
Fehlermessung und wann wir mit dem Lernen fertig sind.

Wie schon beschrieben, besteht das interessanteste Merkmal Neuronaler Netze in ihrer
Fahigkeit, sich Problemen durch Training vertraut zu machen und, nach ausreichendem
Training, auch bis dato unbekannte Probleme derselben Klasse 16sen zu kénnen, was
man als Generalisierung bezeichnet. Bevor wir konkrete Lernverfahren kennenler-
nen, mochte ich in diesem Kapitel zundchst grundséitzliche Gedanken zum Lernprozess
anregen.

4.1 Es gibt verschiedene Paradigmen zu lernen

Lernen ist ein weiter Begriff. Es bedeutet, das ein System sich in irgendeiner Form
verdndert, um sich z.B. an Verdnderungen in seiner Umwelt anzupassen. Grundsétzlich
verdndert sich ein Neuronales Netz mit der Verdnderung seiner Bestandteile, die wir
eben kennengelernt haben. Theoretisch konnte ein Neuronales Netz also lernen, indem
es

1. neue Verbindungen entwickelt,

2. vorhandene Verbindungen 16scht,
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3. Verbindungsgewichte verdndert,
4. Schwellenwerte von Neuronen dndert,

5. eine oder mehrere der drei Neuronenfunktionen (wir erinnern uns: Aktivierungs-,
Propagierungs- und Ausgabefunktion) abwandelt,

6. neue Neurone entwickelt
7. oder aber vorhandene Neurone loscht (und damit natiirlich Verbindungen).

Wir behandeln die Gewichtsverdnderung zunéchst als die gingigste. Weiterhin kann
das Loschen von Verbindungen hierdurch realisiert werden, dass man zusétzlich noch
dafiir Sorge trégt, dass eine zum Loschen auf 0 gesetzte Verbindung nicht weiter trai-
niert wird. Man kann weiterhin Verbindungen entwickeln durch das Setzen einer nicht
vorhandenen Verbindung (welche ja in der Verbindungsmatrix den Wert 0 innehat)
auf einen von 0 verschiedenen Wert. Fiir die Modifikation der Schwellenwerte verweise
ich auf die Moglichkeit, diese als Gewichte zu implementieren (Abschnitt . Wir
erschlagen also gleich vier der obigen Punkte durch reines Training von Verbindungs-
gewichten.

Die Verdnderung von Neuronenfunktionen ist schwierig zu implementieren, nicht sehr
intuitiv und auch nicht wirklich biologisch motiviert. Sie ist daher nicht verbreitet und
wird hier zunéchst nicht behandelt werden. Die Moglichkeiten, Neurone zu entwickeln
oder zu l6schen, liefern wéihrend des Trainings eines Neuronalen Netzes nicht nur gut
eingestellte Gewichte, sondern optimieren auch noch die Netztopologie - sie gewinnen
daher immer mehr an Interesse und werden oft mit evolutioniren Verfahren realisiert.
Da wir aber einsehen, dass wir einen Grof3teil der Lernmoglichkeiten bereits durch
Gewichtsverdnderungen abdecken koénnen, sind auch sie zunéchst nicht Gegenstand
dieser Arbeit (es ist aber geplant, die Arbeit in diese Richtung zu erweitern).

SNIPE: Methoden der Klasse NeuralNetwork erlauben das Andern von Verbindungsgewich-
ten und Schwellenwerten sowie das Hinzufiigen und Entfernen von Verbindungen sowie ganzen
Neuronen. Methoden der Klasse NeuralNetworkDescriptor erlauben das Andern der Aktivie-
rungsfunktion pro Schicht.

Wir lassen also unser Neuronales Netz lernen, indem wir es die Verbindungsgewichte
modifizieren lassen nach Regeln, die wir in Algorithmen fassen kénnen — ein Lernverfah-
ren ist also immer ein Algorithmus, den wir einfach mithilfe einer Programmierspra-
che implementieren kénnen. Ich werde spéter voraussetzen, dass wir definieren kénnen,
was eine erwiinschte, lernenswerte Ausgabe ist (und an dieser stelle auch die Trai-
ningsbeispiele formal definieren) und dass wir eine Trainingsmenge an Lernbeispielen
besitzen. Eine Trainingsmenge sei folgendermafien definiert:



Definition 4.1 (Trainingsmenge). Als Trainingsmenge P bezeichnen wir eine Men-
ge von Trainingsbeispielen, welche wir zum Training unseres Neuronales Netzes verwen-
den.

Ich stelle nun die drei wesentlichen Paradigmen des Lernens anhand der Unterschiede
in der Beschaffenheit der Trainingsmenge vor.

4.1.1 Uniiberwachtes Lernen gibt dem Netz nur Eingabemuster, aber
keine Lernhilfen

Uniiberwachtes Lernen (engl. unsupervised learning) ist die biologisch plausi-
belste Methode, die aber nicht fiir alle Fragestellungen geeignet ist. Gegeben sind nur
Eingabemuster; das Netz versucht, &hnliche Muster zu identifizieren und in dhnliche
Kategorien zu klassifizieren.

Definition 4.2 (Uniiberwachtes Lernen). Die Trainingsmenge besteht nur aus Finga-
bemustern, das Netz versucht selbst, Ahnlichkeiten herauszufinden und Musterklassen
zu bilden.

Als bekanntes Beispiel sei wieder auf die selbstorganisierenden Karten von Kohonen
(Kap. verwiesen.

4.1.2 Bestarkendes Lernen gibt dem Netz Feedback, ob es sich gut oder
schlecht verhalt

Beim bestdarkenden Lernen (engl. reinforcement learning) wird dem Netz nach
erfolgtem Durchlauf immerhin ein Wahrheits- oder reeller Wert geliefert, der definiert,
ob das Ergebnis richtig oder falsch ist. Intuitiv ist klar, dass dieses Verfahren fiir viele
Anwendungen zielstrebiger funktionieren sollte als uniiberwachtes Lernen, erhalt das
Netz doch konkrete Anhaltspunkte zur Losungsfindung.

Definition 4.3 (Bestéirkendes Lernen). Die Trainingsmenge besteht aus Fingabemus-
tern, nach erfolgtem Durchlauf wird dem Netz ein Wert zuriickgegeben, ob das Ergebnis
falsch oder richtig war, u.U. noch wie falsch oder richtig es war.



4.1.3 Uberwachtes Lernen hilft dem Netz mit Trainingsbeispielen und
zugehorigen Losungen

Beim iberwachten Lernen (engl. supervised learning) existiert eine Trainingsmen-
ge von Eingabemustern sowie deren korrekte FErgebnisse in Form der genauen Aktivie-
rung sdmtlicher Ausgabeneurone. Fiir jedes in das Netz eingegebene Trainingsmuster
kann so beispielsweise die Ausgabe direkt mit der korrekten Loésung verglichen wer-
den und anhand der Differenz die Netzgewichtungen gedndert werden. Ziel ist eine
Veranderung der Gewichte dahingehend, dass das Netz nach dem Training nicht nur
selbststdndig Ein- und Ausgabemuster assoziieren, sondern bis dato unbekannte, &hn-
liche Eingabemuster einem plausiblen Ergebnis zufiihren, also generalisieren kann.

Definition 4.4 (Uberwachtes Lernen). Die Trainingsmenge besteht aus Eingabemus-
tern mit jeweiliger korrekter Lisung, so dass dem Netz nach Ausgabe ein genauer
Fehlervektor! zuriickgegeben werden kann.

Dieses Lernverfahren ist biologisch nicht immer plausibel, aber exorbitant zielgerichte-
ter als die anderen und daher sehr praktikabel.

Wir méchten hier zunichst die iiberwachten Lernverfahren allgemein betrachten, wel-
che sich innerhalb dieser Abeit zunéchst an folgendes Schema halten:

Eingabe des Eingabemusters (Aktivierung der Eingabeneurone),
Vorwartspropagierung der Eingabe durch das Netz, Erzeugung der Ausgabe,

Vergleich der Ausgabe mit der korrekten Ausgabe (Teaching Input), liefert Fehlervek-
tor (Differenzvektor),

Verbesserungen des Netzes werden aufbauend auf den Fehlervektor berechnet.

Anwendung der Verbesserung um die vorher berechneten Werte.

4.1.4 Offline oder Online lernen?

Zu beachten ist, dass das Lernen offifine erfolgen kann (eine Menge von Trainings-
beispielen wird prasentiert, danach werden die Gewichte verdndert, der Gesamtfeh-
ler wird mit Hilfe einer Fehlerfunktion errechnet bzw. einfach aufkumuliert; ndheres
hierzu im Abschnitt oder aber online (nach jedem présentierten Beispiel wer-
den die Gewichte verdndert). Beides bietet Vor- und Nachteile, auf die wir bei den

1 Den Begriff des Fehlervektors werden wir in /—\bschnittnoch definieren, wenn es an die mathematische
Formalisierung des Lernens geht.



Lernverfahren notigenfalls eingehen werden. Offline-Trainingsverfahren werden auch
Batch-Trainingsverfahren genannt, da ein Stapel Ergebnisse auf einmal korrigiert
wird. Einen solchen Trainingsabschnitt eines ganzen Stapels Trainingsbeispiele samt
der zugehorigen Verdnderung der Gewichtswerte nennt man Epoche.

Definition 4.5 (Offline-Lernen). Man gibt mehrere Trainingsbeispiele auf einmal in
das Netz ein, kumuliert die Fehler auf, und lernt fiir alle Trainingsbeispiele gleichzeitig.

Definition 4.6 (Online-Lernen). Man lernt direkt durch den Fehler eines jeden Trai-
ningsbeispiels.

4.1.5 Fragen, iiber die man sich vor dem Lernen Gedanken machen sollte

Die Anwendung der Schemata setzt natiirlich voraus, dass man sich vorher iiber einige
Fragen Gedanken gemacht hat, die ich hier gewissermaflen als Checkliste einbringen
und im Laufe der Arbeit sukzessive beantworten mochte, soweit moglich:

> Woher kommt die Lerneingabe und in welcher Form erhalten wir sie?

> Auf welche Weise muss man die Gewichte modifizieren, so dass man mdoglichst
schnell und sicher lernt?

> Wie kann man objektiv messen, wie erfolgreich der Lernprozess ist?

> Kann man ermitteln, welches das ,,beste“ Lernverfahren ist?

> Kann man vorhersagen, ob ein Lernverfahren terminiert, ob es also nach end-
licher Zeit einen optimalen Zustand erreicht oder z.B. zwischen verschiedenen
Zusténden oszilliert?

> Wie wird das Gelernte im Netz gespeichert?

> Kann man verhindern, dass neu gelernte Muster alte erlernte Assoziationen wie-
der zerstoren (das sog. Stabilitdats-Plastizitdts-Dilemma)?

Wir werden feststellen, dass alle diese Fragen nicht allgemein beantwortet werden kon-
nen, sondern fiir jedes Lernverfahren und jede Topologie von Netzwerk neu diskutiert
werden miissen.



4.2 Trainingsmuster und Teaching Input

Bevor wir unsere erste Lernregel kennenlernen, muss der Teaching Input eingefiihrt
werden. Im (hier vorliegenden) Falle des iiberwachten Lernens setzen wir voraus, dass
eine Trainingsmenge aus Trainingsmustern und dazugehorigen richtigen Ausgabewer-
ten vorliegt, die man nach erfolgtem Training an den Ausgabeneuronen sehen méchte.
Diese Ausgabewerte werden, bis das Netz trainiert ist d.h. solange es falsche Ausga-
ben erzeugt, als sogenannter Teaching Input bezeichnet, und zwar fir jedes Neuron
einzeln. Fiir ein Neuron j mit fehlerhafter Ausgabe o; ist ¢; also die Bezeichnung fiir
den Teaching Input, die richtige oder gewiinschte Ausgabe zu einem Trainingsmuster

p.

Definition 4.7 (Trainingsmuster). Als Trainingsmuster bezeichnen wir einen Ein-
gabevektor p mit Komponenten p1, po, ..., pn, dessen gewilinschte Ausgabe wir kennen.
Indem wir das Trainingsmuster in das Netz eingeben, erhalten wir eine Ausgabe, die
wir mit dem Teaching Input, also der gewiinschten Ausgabe vergleichen. Die Menge
der Trainingsmuster nennen wir P. Sie enthélt eine endliche Anzahl geordneter
Paare (p,t) von Trainingsmustern mit zugehorigem gewtinschten Output.

Trainingsmuster heiflen im englischen Pattern, weswegen sie hier mit p bezeichnet
werden. Sie besitzen in der Literatur und in der weiteren Arbeit viele Synonyme, wie
z.B. Pattern, Trainingsbeispiel, Muster, usw.

Definition 4.8 (Teaching Input). Sei j Ausgabeneuron. Der Teaching Input t; ist
definiert als der gewiinschte, korrekte Wert, den j nach der Eingabe eines bestimmten
Trainingsmusters ausgeben sollte. Analog zum Vektor p kann man auch Teaching In-
puts t1,ts,...,t, der Neurone zu einem Vektor ¢ zusammenfassen. ¢ ist immer auf ein
bestimmtes Trainingsmuster p bezogen und ist, wie oben schon gesagt, in der Menge
P der Trainingsmuster enthalten.

SNIPE: Fiir die Trainingsdaten relevante Klassen befinden sich im Paket training. Die Klasse
TrainingSampleLesson ist zum Speichern von Trainingsmustern und Teaching Inputs gedacht
und erlaubt auch einfache Vorverarbeitung der daten.

Definition 4.9 (Fehlervektor). Fiir mehrere Ausgabeneurone Q1,9 ..., Q, wird die
Differenz von Ausgabevektor und Teaching Input unter einem Trainingsbeispiel p

t1 — 1
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als Fehlervektor, manchmal auch als Differenzvektor bezeichnet. Je nachdem, ob
man offline oder online lernt, bezieht er sich auf ein bestimmtes Trainingsmuster, oder
den auf bestimmte Weise normalisierten Fehler aus einer Menge von Trainingsmustern.

Ich fasse noch einmal kurz zusammen, was wir jetzt an diesbeziiglichen Vektoren defi-
niert haben. Es gibt einen

Eingabevektor z, der in das Neuronale Netz eingegeben werden kann. Das Neuronale
Netz gibt dann je nach Netzart einen

Ausgabevektor y aus. Das

Trainingsbeispiel p ist im Grunde nichts weiter als ein Eingabevektor. Wir verwenden
ihn nur zum Trainieren, weil wir den dazugehorigen

Teaching Input ¢ kennen, der nichts anderes als der gewiinschte Ausgabevektor zu
dem Trainingsbeispiel ist. Der

Fehlervektor E, ist die Differenz zwischen Teaching Input ¢ und tatséchlicher Ausgabe
.

Was also  und y fiir den allgemeinen Betrieb des Netzes sind, sind p und t fiir das
Training des Netzes — und wihrend des Trainings versuchen wir, y moglichst nah an
t heranzubringen. Noch ein Tip zur Nomenklatur. Wir haben die Ausgabewerte eines
Neurons ¢ mit o; bezeichnet. Die Ausgabe eines Ausgabeneurons 2 heifit also oq. Wir
nennen aber Ausgabewerte des Netzes yq. Diese Netzausgaben sind natiirlich auch nur
Neuronenausgaben, allerdings von Ausgabeneuronen. Insofern gilt

Yo = 0q.

4.3 Umgang mit Trainingsbeispielen

Wir haben gesehen, wie wir grundsétzlich lernen kdonnen und welche Schritte wir dafiir
durchfithren miissen. Nun sollten wir noch die Wahl der Trainingsdaten und die Lern-
kurve betrachten. Insbesondere interessant nach erfolgtem Lernvorgang ist auch die
Frage, ob das Netz vielleicht nur auswendig gelernt hat — also unsere Trainingsbei-
spiele recht exakt der richtigen Ausgabe zufithren kann, jedoch fiir simtliche anderen
Probleme derselben Klasse falsche Antworten liefert.

Angenommen, wir wollen das Netz eine Abbildung R? — B! trainieren lassen, und
die Trainingsbeispiele aus Abb. 4.1 auf der folgenden Seite| ansetzen: Dann koénnte
es sein, dass das Netz zum Schluss exakt die farblich markierten Bereiche um die
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Abbildung 4.1: Veranschaulichung von Trainingsergebnissen derselben Trainingsmenge auf Netzen
zu hoher (oben), richtiger (Mitte) oder zu niedriger Kapazitat (unten).



Trainingsbeispiele herum mit der Ausgabe 1 markiert (Abb. oben), und ansonsten
iiberall 0 ausgibt — es hat also genug Speicherkapazitdt gehabt, sich auf die sechs
Trainingsbeispiele mit einer 1 als Ausgabe zu konzentrieren, was auf ein zu grofles
Netz mit zu viel freier Speicherkapazitét schlieffen lésst.

Andersherum kann auch ein Netz zu wenig Kapazitat haben (Abb. unten) — diese
grobe Darstellung der Eingangsdaten entspricht auch nicht der guten Generalisierung,
die wir uns wiinschen. Es gilt also, hier den Mittelweg zu finden (Abb. Mitte).

4.3.1 Es ist niitzlich, die Menge der Trainingsbeispiele zu unterteilen

Ein Losungsansatz fiir diese Probleme ist haufig, die Trainingsmenge zu teilen, und
zwar

> in eine Trainingsmenge, mit der wir wirklich trainieren,
> und eine Testmenge, mit der wir unsere Fortschritte testen

— vorausgesetzt, wir haben ausreichend Trainingsbeispiele. Ubliche Teilungsrelationen
sind z.B. 70% fiir Trainingsdaten und 30% fir Testdaten (zuféllig gewéhlt). Wir konnen
das Training beenden, wenn das Netz auf den Trainings- und Testdaten gute Werte
liefert.

SNIPE: Die Methode splitLesson der Klasse TrainingSampleLesson erlaubt, eine Training-
SampleLesson anhand eines wahlbaren Verhéltnisses entzwei zu teilen.

Doch Achtung: Wenn man aufgrund eines schlechten Ergebnisses in den Testdaten an
der Netzstruktur schraubt, bis auch diese gute Ergebnisse liefern, lduft man schnell
Gefahr, das Netz auch auf die Testdaten zuzuschneiden, so dass diese zumindest indi-
rekt auch ins Training eingehen, auch wenn sie nicht explizit fiir das Training genutzt
werden. Abhilfe schafft ein dritter Validierungsdatensatz, der nach dem mutmaflich
erfolgreichen Training zum reinen Validieren benutzt wird.

Offensichtlich enthalten wir dem Neuronalen Netz dadurch, dass wir weniger Muster
trainieren, Information vor und laufen damit Gefahr, dass es schlechter lernt. Es geht
uns hier aber nicht um das 100% exakte Reproduzieren gegebener Beispiele, sondern
um erfolgreiches Generalisieren und um Approximation einer ganzen Funktion — wofiir
es durchaus von Nutzen sein kann, weniger Informationen in das Netz zu trainieren.



4.3.2 Reihenfolgen der Musterprasentation

Man kann auch verschiedene Strategien finden, in welcher Reihenfolge man Muster
prasentiert: Priasentiert man sie zuféllig, so gibt es keine Garantie, dass die Muster
gleichverteilt erlernt werden (dennoch ist dies die gangigste Methode). Immer dieselbe
Musterreihenfolge hingegen provoziert z.B. bei rekurrenten Netzen (spéter mehr dazu)
ein Auswendiglernen der Muster. Abhilfe gegen beide Probleme wiirde hier eine zu-
fallige Permutation schaffen, die aber — wie schon erwdhnt — aufwéndig zu berechnen
ist.

SNIPE: Die Methode shuffleSamples der Klasse TrainingSampleLesson permutiert die Les-

son.

4.4 Lernkurve und Fehlermessung

Die Lernkurve beschreibt den zeitlichen Verlauf des Fehlers, der auf verschiedene Wei-
sen ermittelt werden kann — die Motivation fiir die Erschaffung einer Lernkurve liegt
darin, dass man mit ihr darstellen kann, ob das Netz Fortschritte macht oder nicht.
Der Fehler sollte hierbei normiert sein, also ein Abstandsmafl zwischen richtigem und
aktuellem Output des Netzes darstellen. Beispielsweise konnen wir den musterspezi-
fischen, quadratischen Fehler mit Vorfaktor nehmen, wie wir ihn fir die Herleitung
von Backpropagation of Error verwenden werden (Seien € Outputneurone und O die
Menge derselben.):

1
Erry =5 > (to = ya)” (4.1)
Q€0

Definition 4.10 (Spezifischer Fehler). Der spezifische Fehler Err, wird iiber ein
einziges Trainingsbeispiel, also online, gebildet.

Weiter iiblich sind der Root-Mean-Square (kurz: RMS) sowie der Euklidische
Abstand.

Der Euklidische Abstand (Verallgemeinerung des Satzes des PYTHAGORAS) ist gut fiir
niedere Dimensionen, wo wir uns seinen Nutzen auch noch bildlich vorstellen kénnen.

Definition 4.11 (Euklidischer Abstand). Der Euklidische Abstand zweier Vektoren
t und y ist definiert zu

Err, = Z (to —ya)?. (4.2)
Qe0



Der Root-Mean-Square wird allgemein héufig verwendet, weil er auf grobe Ausreifler
mehr Riicksicht nimmt.

Definition 4.12 (Root-Mean-Square). Der Root-Mean-Square zweier Vektoren ¢ und
y ist definiert zu

_ 2
Err, = \/ZQEO(‘tg| vo) . (4.3)

Fiir Offline-Lernen ist auch der gesamte Fehler iiber eine Trainingsepoche von Interesse
und Nutzen:

Err = Z Err, (4.4)
peP

Definition 4.13 (Gesamtfehler). Der Gesamtfehler Err wird tiber alle Trainings-
beispiele, also offline, gebildet.

Analog kénnen wir einen Gesamt-RMS und einen Gesamt-Euklidischen Abstand tiber
eine ganze Epoche bilden. Natiirlich sind auch andere Fehlermafle als das euklidische
oder der RMS denkbar. Fiir weitere Varianten der Fehlermessungen kann ich nur raten,
einen Blick in den Technical Report von Prechelt [Pre94] zu werfen — hier werden sowohl
Fehlermafe als auch Beispielproblemstellungen intensiv diskutiert (darum kommt dazu
spéter auch noch einmal eine dhnliche Anmerkung im Rahmen der Diskussion von
Beispielproblemen).

SNIPE: In der Klasse ErrorMeasurement befinden sich verschiedene statische Methoden, welche
verschiedene Verfahren der Fehlermessung implementieren.

Abhéngig von unserem Fehlermessverfahren sieht natiirlich unsere Lernkurve auch an-
ders aus. Eine ideale Lernkurve sieht aus wie eine negative Exponentialfunktion, ist
also proportional zu et (Abb. 4.2 auf der folgenden Seite). Insofern stellt man die
Lernkurve am anschaulichsten mit einer logarithmischen Skala dar (Abb. zweites
Diagramm von unten) — bei dieser Skalierungskombination bedeutet eine absinkende
Gerade einen exponentiellen Abfall des Fehlers.

Bei guter Arbeit des Netzes, einfachen Problemstellungen und logarithmischer Dar-
stellung von Err sieht man also bildlich gesprochen eine absinkende Gerade, die un-
ten oft ,,Zacken“ bildet — hier stoflen wir an das Auflésungsvermdgen unserer 64-Bit-
Darstellung im Computer und haben tatsédchlich das Optimum dessen erlernt, was
unser Netz lernen kann.
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Abbildung 4.2: Alle vier Abbildungen stellen dieselbe (idealisierte, da sehr glatte) Lernkurve dar.
Achten Sie auf die wechselnden logarithmischen und linearen Skalierungen! Beachten Sie auch den
kleinen ,,Ungenauigkeits-Zacken", sichtbar am Knick der Kurve im ersten und zweiten Diagramm
von unten.



Typische Lernkurven kénnen auch einige wenige flache Bereiche aufweisen, also Stufen
beschreiben, dies ist kein Zeichen fiir einen schlecht funktionierenden Lernvorgang. Wie
wir weiterhin an der Abbildung [.2] sehen, kann man mit geeigneter Darstellung fast
jede nur etwas sinkende Lernkurve schén aussehen lassen — insofern sollte man beim
Lesen der Literatur etwas vorsichtig sein.

4.4.1 Wann hort man auf zu lernen?

Nun ist die groBe Frage: Wann hort man auf zu lernen? Ublicherweise hort das Training
auf, wenn derjenige, der vor dem trainierenden Computer sitzt, das ,,Gefithl“ hat, der
Fehler wéire gering genug. In der Tat gibt es dafiir wie so oft keine Patentlosung und so
kann ich hier wieder nur Denkansétze geben, welche allerdings alle fiir eine objektivere
Sicht auf das Vergleichen mehrerer Lernkurven setzen.

Es stérkt beispielsweise das Vertrauen in ein Ergebnis, wenn das Netz fir mehrere ver-
schiedene zufillige Initialisierungen immer ungefdhr die gleiche Endfehlerrate erreicht —
mehrmals initialisieren und trainieren macht das Ergebnis also ein wenig objektiver.

Auf der anderen Seite kann sich auch ein Bild ergeben, bei dem eine anfangs schneller
fallende Kurve nach ldngerem Lernen von einer anderen Kurve noch iiberholt wird:
Dies kann darauf hinweisen, dass entweder die Lernrate der schlechteren Kurve zu
hoch war oder aber die schlechtere einfach in einem Nebenminimum héngen geblieben
ist, dieses aber schneller gefunden hat.

Noch einmal zur Erinnerung: Groflere Fehlerwerte sind schlechter.

Auf jeden Fall sei aber beachtet: Worauf sich viele beim Lernen verlassen (und sich
danach wundern, dass wenig funktioniert), ist, die Lernkurve nur in Bezug auf die
Trainingsdaten zu bilden — man sollte also der Objektivitdt halber nicht vergessen,
die Testdaten der Ubersichtlichkeit halber auf eine zweite Lernkurve aufzutragen, die
iiblicherweise etwas schlechtere Werte liefert und auch stérker oszilliert, aber bei guter
Generalisierung auch sinkt.

Wenn das Netz dann irgendwann anfiangt, die Beispiele auswendig zu lernen, kann man
so durch die Lernkurve Hinweise darauf erhalten: Wenn die Lernkurve der Testbeispiele
plotzlich rapide steigt, wahrend die Lernkurve fiir die Trainingsdaten weiter sinkt,
kann dies ein Indikator fiir Auswendiglernen und schlechter werdende Generalisierung
sein. Hier kénnte man dann entscheiden, ob das Netz am néchsten Punkt der beiden
Kurven bereits gut genug gelernt hat und der Endzeitpunkt des Lernens vielleicht hier
anzusetzen ist (dieses Verfahren wird Early Stopping genannt).
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Abbildung 4.3: Veranschaulichung des Gradientenabstiegs auf zweidimensionaler Fehlerfunkti-
on. Wir gehen entgegengesetzt von g, also mit dem steilsten Abstieg einem Tiefpunkt ent-
gegen, wobei die Schrittweite proportional zu |g| ist (je steiler der Abstieg, desto gro-
Ber die Schrittweite). Links ist die Flache in 3D gezeigt, rechts die Schritte (ber die
Hohenlinien in 2D. Hier wird ersichtlich, wie eine Bewegung in Gegenrichtung von ¢ in
Richtung Minimum der Funktion erfolgt und proportional zu |g| standig langsamer wird.
Quelle: http://webster.fhs-hagenberg.ac.at/staff/sdreisei/Teaching/WS2001-2002/
PatternClassification/graddescent.pdf

Ich weise noch einmal darauf hin, dass dies alles nur Indikatoren und keine Wenn-Dann-
Schliisse sind.

4.5 Gradientenbasierte Optimierungsverfahren

Um die mathematische Grundlage fiir einige der folgenden Lernverfahren zu schaffen,
mochte ich zunéchst kurz erkldren, was man unter einem Gradientenabstieg versteht —
das Lernverfahren Backpropagation of Error beispielsweise baut auf diesen mathema-
tischen Grundlagen auf und erbt so die Vor- und Nachteile des Gradientenabstiegs.

Gradientenabstiegsverfahren werden im Allgemeinen verwendet, um Maxima oder Mi-
nima n-dimensionaler Funktionen auszumachen. In der Illustration (Abb. beschran-
ke ich mich tibersichtlicherweise auf zwei Dimensionen, der Dimensionsanzahl sind aber
prinzipiell keine Grenzen gesetzt.



Hierbei ist der Gradient ein Vektor g, der fiir jeden differenzierbaren Punkt einer Funk-
tion definiert ist, genau in die Richtung des steilsten Anstiegs von diesem Punkt aus
deutet und durch seinen Betrag |g| den Steigungsgrad in diese Richtung angibt. Der
Gradient ist also die Verallgemeinerung der Ableitung fiir mehrdimensionale Funktio-
nen. Folglich deutet der negative Gradient —g genau in die Richtung des steilsten Ab-
stiegs. Der Operator fiir einen Gradienten V wird als Nabla-Operator bezeichnet, die
Gesamtschreibweise fiir den Gradienten g des Punktes (z,y) einer zweidimensionalen
Funktion f lautet dabei z.B. g(z,y) = Vf(x,y).

Definition 4.14 (Gradient). Sei g Gradient. Dann ist g ein n-komponentiger
Vektor, der fir jeden Punkt einer (differenzierbaren) n-dimensionalen Funktion
f(z1,x9,...,2,) bestimmt ist. Die Operatorschreibweise fiir den Gradienten ist
definiert als

9(37173727 s 7xn) - vf<m17$27 s 7xn)

g zeigt fiir jeden Punkt von f in Richtung des starksten Anstiegs von diesem Punkt
aus, wobei |g| dem Grad dieser Steigung entspricht.

Als Gradientenabstieg bezeichnen wir, von beliebigem Startpunkt unserer Funktion
aus entgegen dem Gradienten g schrittweise bergab zu gehen (anschaulich gesprochen
in die Richtung, in die auch eine Kugel vom Startpunkt aus rollen wiirde), wobei die
Schrittgrofle proportional zu |g| ist. Auf flachen Plateaus bewegen wir uns also langsam,
bei grofler Steigung schnell den steilsten Weg hinab. Geraten wir in ein Tal, so werden
wir es je nach Grofle unserer Schritte tiberspringen oder auf dem gegeniiberliegenden
Hang wieder ins Tal umkehren, um durch hin- und hergehen dem tiefsten Punkt des
Tals immer ndher zu kommen, dhnlich der Bewegung unserer Kugel innerhalb einer
runden Schiissel.

Definition 4.15 (Gradientenabstieg). Sei f eine n-dimensionale Funktion und s =
(81,82,...,8n) gegebener Startpunkt. Als Gradientenabstieg bezeichnen wir, von
f(s) aus entgegen der Richtung von g, also in Richtung von —g mit Schritten in Gréfe
von |g| in Richtung immer kleinerer Werte von f zu gehen.

Gradientenabstiegsverfahren sind kein fehlerfreies Optimierungsverfahren (wie wir in
den néchsten Abschnitten sehen werden), aber sie funktionieren doch so gut, dass
sie in der Praxis haufig eingesetzt werden. Dennoch wollen wir uns ihre potenziellen
Nachteile kurz vor Augen fiithren.
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Abbildung 4.4: Mogliche Fehler wihrend eines Gradientenabstiegs: a) Finden schlechter Minima,
b) Quasi-Stillstand bei kleinem Gradienten, c) Oszillation in Schluchten, d) Verlassen guter Minima.

4.5.1 Gradientenverfahren bringen verschiedene Probleme mit sich

Wie in Abschnitt angedeutet, ist der Gradientenabstieg (und damit Backpropaga-
tion) erfolgversprechend, jedoch nicht fehlerresistent, wobei eines der Probleme ist,
dass man nicht immer anhand des Ergebnisses ersehen kann, ob ein Fehler passiert ist.

4.5.1.1 Haufig konvergieren Gradientenverfahren nur gegen suboptimale Minima

Jedes Gradientenabstiegsverfahren kann zum Beispiel in einem lokalen Minimum hén-
gen bleiben (ein Beispiel findet sich in Teil a der Abb. — dieses Problem wachst mit
der Grofle der Fehlerfliche an und hierfiir gibt es keine allgemeingiiltige Losung. In der
Realitdt kann man nicht wissen, ob man das optimale Minimum gefunden hat — also
gibt man sich zufrieden, sobald man ein Minimum ausreichender Qualitdt gefunden
hat.



4.5.1.2 Flache Plateaus in der Fehleroberfliche konnen das Training sehr
verlangsamen

Auch wird der Gradient beispielsweise beim Durchlaufen eines flachen Plateaus ver-
schwindend klein (es ist eben kaum Steigung vorhanden (Teil b der Abb. [4.4)), was
sehr viele weitere Schritte notig macht. Ein theoretisch moglicher Gradient von 0 wiir-
de den Abstieg gar ganz zum Stillstand bringen.

4.5.1.3 Gute Minima konnen wieder verlassen werden

Auf der anderen Seite ist der Gradient an einem steilen Hang sehr grof}, so dass man
grofle Schritte macht und u.U. ein gutes Minimum {iibersieht (Teil d der Abb. .

4.5.1.4 Steile Schluchten in der Fehlerfunktion konnen Oszillationen hervorrufen

Ein plotzlicher Wechsel von einem sehr stark negativen zu einem sehr stark positiven
Gradienten kann sogar zu einer Oszillation fithren (Teil ¢ der Abb.[4.4)). An und fiir sich
hort man von diesem Fehler in der Natur selten, so dass wir uns tiber Méglichkeiten b
und d Gedanken machen kénnen.

4.6 Beispielproblemstellungen sind niitzlich, um das selbst
programmierte Netz und Lernverfahren zu testen

Wir haben nun das Lernen noch nicht sehr, aber zumindest ein wenig von der formalen
Seite betrachtet — nun ist es an der Zeit, dass ich ein paar Beispielprobleme vorstel-
le, mit denen man sehr gut ausprobieren kann, ob ein implementiertes Netz und ein
Lernverfahren korrekt arbeiten.

4.6.1 Boolesche Funktionen

Gerne wird als Beispiel das genommen, was in den 1960er Jahren nicht ging: Die XOR-
Funktion (B? — B'), welches wir noch ausfiihrlich besprechen werden. Trivial erwarten
wir hier die Ausgaben 1.0 bzw. —1.0 je nachdem , ob die Funktion XOR 1 oder 0 ausgibt
— und genau hier liegt der erste Anfangerfehler, den man machen kann.



21 t2 i3  Q
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

Tabelle 4.1: Darstellung der Paritatsfunktion mit drei Eingaben.

Fiir Ausgaben nahe 1 oder -1, also nahe den Grenzwerten des Tangens Hyperbolicus
(bzw. im Falle der Fermifunktion 0 oder 1), benttigt das Netz sehr groie Netzeingaben.
Die einzige Chance, diese Netzeingaben zu erreichen, ist durch grofie Gewichte, die
erlernt werden miissen: Der Lernvorgang wird sehr verldngert. Es ist also kliiger, als
gewiinschte Ausgaben in die Teaching Inputs 0.9 bzw. —0.9 einzugeben oder aber
zufrieden zu sein, wenn das Netz diese anstatt 1 und —1 ausgibt.

Beliebt als Beispiel fiir Singlelayerperceptrons sind auch die Booleschen Funktionen
AND und OR.

4.6.2 Die Paritatsfunktion

Die Paritatsfunktion bildet eine Menge von Bits auf 1 oder 0 ab, je nachdem, ob eine
gerade Anzahl Inputbits auf 1 gesetzt ist oder nicht — es handelt sich also grundsétzlich
um eine Funktion B” — B'. Sie ist durch leichte Lernbarkeit bis ca. n = 3 gekennzeich-
net (dargestellt in Tab. , der Lernaufwand steigt aber ab n = 4 rapide an. Der Leser
moge doch einmal eine Wertetabelle fiir die 2-bit-Paritatsfunktion erstellen — was fallt
auf?

4.6.3 Das 2-Spiralen-Problem

Nehmen wir als Trainingsbeispiel fiir eine Funktion zwei ineinander gewundene Spiralen
(Abb. [4.5 auf der rechten Seite)), wobei die Funktion natiirlich eine Abbildung R? — B!
reprasentiert. Eine der Spiralen ist mit dem Outputwert 1 belegt, die andere mit 0. Hier




Abbildung 4.5: Skizze zum Trainingsbeispiel des 2-Spiralen-Problems

hilft Auswendiglernen nicht grof3 weiter, das Netz muss wirklich die Abbildung an sich
verstehen. Auch dieses Beispiel kann mit einem MLP gelost werden.

4.6.4 Das Schachbrettproblem

Wir kreieren uns wieder eine zweidimensionale Funktion der Form R? — B! und geben
schachbrettartige Trainingsbeispiele an (Abb. 4.6 auf der folgenden Seite)), wobei ein
eingefirbtes Feld eine 1 représentiert, alle anderen 0. Hier steigt die Schwierigkeit
wieder mit Grofle der Funktion: Wéahrend ein 3 x 3-Feld noch leicht zu lernen ist, sieht
es mit grofferen Feldern schon schwierig aus.

Das 2-Spiralen-Problem ist dem Schachbrettproblem sehr &hnlich, nur dass bei erste-
rem mathematisch gesehen Polarkoordinaten statt kartesischen Koordinaten verwendet
werden. Eine letzte Kleinigkeit mochte ich noch als Beispiel vorstellen: Die Identitét.

4.6.5 Die ldentitatsfunktion

Mit linearen Aktivierungsfunktionen wire die Identititsabbildung von R! nach R!
(natiirlich fairerweise im Wertebereich der verwendeten Aktivierungsfunktion) fiir das
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Abbildung 4.6: Skizze von Trainingsbeispielen des Schachbrettproblems

Netz kein Problem, doch wir legen ihm durch Verwendung unserer sigmoiden Funk-
tionen Steine in den Weg, so dass es fiir das Netz sehr schwierig ist, die Identitat zu
lernen. Versuchen Sie es doch einmal spafleshalber.

4.6.6 Es gibt eine Vielzahl von Beispielproblemstellungen

Fir die Einarbeitung in weitere beispielhafte Problemstellungen mochte ich ausdriick-
lich den Technical Report von Prechelt [Pre94] ans Herz legen, der auch schon im
Rahmen der Fehlermessungsverfahren erwahnt wurde.

Nun kénnen wir unsere erste mathematische Lernregel betrachten.

4.7 Die Hebbsche Lernregel ist der Grundstein fiir die
meisten anderen Lernregeln

Die 1949 von DONALD O. HEBB formulierte Hebbsche Lernregel [Heb49| bildet den
Grundstein fir die meisten komplizierteren Lernregeln, welche wir in dieser Arbeit



besprechen. Hierbei wird unterschieden zwischen der Urform und der allgemeineren
Form, einer Art Grundgeriist fiir viele andere Lernregeln.

4.7.1 Urform

Definition 4.16 (Hebbsche Lernregel). ,Wenn Neuron j eine Eingabe von Neuron i
erhdlt und beide gleichzeitig stark aktiv sind, dann erhéhe das Gewicht w; ; (also die
Stérke der Verbindung von i nach j).“ Mathematisch ausgedriickt lautet sie also:

Awi’j ~ noiaj (4-5)

wobei Aw; ; die Anderung des Gewichtes von i nach j bezeichnet, welche propor-
tional zu folgenden Faktoren ist:

> der Ausgabe o; des Vorgidngerneurons ¢,
> der Aktivierung a; des Nachfolgerneurons j,

> sowie einer Konstante 7, der Lernrate, auf die wir in Abschnitt noch genau
eingehen.

Gewichtsdnderungen Aw; ; werden einfach auf das Gewicht w; ; aufaddiert.

Warum spreche ich in der umgangssprachlichen Formulierung zweimal von Aktivierung,
schreibe jedoch in der Formel von o; und a;, also von der Ausgabe des Neurons ¢ und
der Aktivierung des Neurons 5?7 Wir erinnern uns, dass sehr oft die Identitét als Ausga-
befunktion verwendet wird und so a; und o; eines Neurons oft identisch sind — weiterhin
postulierte Hebb seine Lernregel weit vor der Spezifikation technischer Neurone. Wenn
man bedenkt, dass diese Lernregel gerne bei bindren Aktivierungen verwendet wur-
de, ist klar, dass die Gewichte bei moglichen Aktivierungen (1,0) entweder anwachsen
oder gleichbleiben. Sie wiirden also iiber kurz oder lang ins unendliche gehen, da sie
bei Fehlern nur ,,nach oben® korrigiert werden koénnen. Dies kann ausgeglichen werden,
indem man die Aktivierungen (—1,1) verwendet?. So werden die Gewichte bei Nicht-
iibereinstimmung der Aktivierung von Vorginger- und Nachfolgerneuron verringert,
sonst verstarkt.

2 Das ist dann aber nicht mehr die ,,Originalversion” der Hebbschen Lernregel.



4.7.2 Verallgemeinerte Form

Die meisten weiteren hier besprochenen Lernregeln sind eine Spezialisierung der ma-
thematisch allgemeineren Form [MR86| der Hebbschen Lernregel.

Definition 4.17 (Hebb-Regel, allgemeiner). Die verallgemeinerte Form der
Hebbschen Regel benennt nur die Proportionalitdt der Gewichtsinderung zum
Produkt zweier nicht nédher definierter Funktionen, allerdings mit definierten
Eingabewerten.

Aw;j =n-h(oi,wij) - g(aj,t;) (4.6)

Hierbei ergibt das Produkt der Funktionen

> g(aj,t;) und

> h(Oi, ’U)Z',j)

> sowie wieder der konstanten Lernrate n
die Gewichtsdnderung. Wie man sieht, nimmt h also die Ausgabe der Vorgéngerzel-
le 0; sowie das Gewicht von Vorgénger zu Nachfolger w;; entgegen, wihrend g die
tatsdchliche und gewiinschte Aktivierung des Nachfolgers a; sowie t; (¢ steht hier fiir
den erwéhnten Teaching Input) erwartet. In dieser allgemeinen Definition sind g und
h, wie schon angemerkt, nicht konkretisiert — wir werden uns daher jetzt auf den
vor Gleichung angesprochenen Pfad der Spezialisierung begeben und unser erstes
Netzparadigma samt Lernverfahren kennenlernen, nachdem wir nun eine kurze Ansicht

dessen gehabt haben, wie eine Lernregel aussehen kann und uns Gedanken zum Lernen
an sich gemacht haben.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 7. Berechnen Sie fiir die folgenden Datenpunkte den Mittelwert p und die
Standardabweichung o.

pl=(2,2,2
p2=(3,3,3
p3=(4,4,4
pd = (6,0,0
p5 = (0,6,0

(

)
)
)
)
)
p6 = (0,0,6)
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Kapitel 5

Das Perceptron, Backpropagation und
seine Varianten

Der Klassiker unter den Neuronalen Netzen. Wenn von einem Neuronalen
Netz gesprochen wird, ist meistens ein Perceptron oder eine Variation davon
gemeint. Perceptrons sind mehrschichtige Netze ohne Riickkopplung, mit
festen Eingabe- und Ausgabeschichten. Beschreibung des Perceptrons, seiner
Grenzen und seiner Erweiterungen, welche die Grenzen umgehen sollen.
Herleitung von Verfahren, es lernen zu lassen, und Diskussion iiber deren
Probleme.

Wie schon in der Geschichte Neuronaler Netze erwédhnt, wurde das Perceptron von
FrRANK ROSENBLATT 1958 beschrieben . Rosenblatt legte als Komponenten des
Perceptrons zunéchst die schon besprochene gewichtete Summe, sowie eine nichtlineare
Aktivierungsfunktion fest.

Obwohl es keine wirklich feste Definition des Perceptrons gibt, ist meistens
ein FeedForward-Netz mit ShortCut-Connections gemeint, das eine Schicht von
Abtastneuronen (Retina) mit statisch gewichteten Verbindungen zur néchsten Schicht
besitzt, die wir Eingabeschicht nennen (Abb. |5.1 auf Seite 91)); alle Gewichte ab
der Eingabeschicht diirfen aber verdndert werden. Die der Retina nachgeordneten
Neuronen stellen Musterdetektoren dar. Wir verwenden hier zunéchst ein bindres
Perceptron, bei dem jedem Outputneuron genau zwei mogliche Ausgabewerte zur
Verfiigung stehen (z.B. {0,1} oder {—1,1}). Wir verwenden also eine binédre Schwel-
lenwertfunktion als Aktivierungsfunktion, abhéngig vom jeweiligen Schwellenwert ©
des Outputneurons.
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Gewissermafen stellt eine binédre Aktivierungsfunktion also eine IF-Abfrage dar, die
man durch negative Gewichte auch negieren kann — man kann also mit dem Perceptron
wirkliche logische Informationsverarbeitung durchfithren.

Ob das sinnvoll ist, sei einmal dahingestellt — Boolesche Logik kann man natiirlich
auch einfacher haben. Ich moéchte nur darstellen, dass Perceptrons durchaus als sim-
ple logische Bausteine nutzbar sind und man mit geschickten hintereinander- und zu-
sammengeschalteten Perceptrons theoretisch jede Boolesche Funktion realisieren kann.
Wir werden aber noch sehen, dass dies ohne Hintereinanderschaltung nicht maéglich ist.
Bevor wir das Perceptron an sich definieren, mochte ich zunéchst einige Neuronenarten,
welche wir in diesem Kapitel verwenden werden, definieren.

Definition 5.1 (Eingabeneuron). FEin FEingabeneuron (auch Inputneuron
genannt) ist ein Identitdtsneuron — es gibt genau das weiter, was es als Eingabe
erhélt. Es repréasentiert also die Identitdtsfunktion, die wir durch das Symbol

andeuten wollen. Wir stellen ein Eingabeneuron daher mit dem Symbol @ dar.

Definition 5.2 (Informationsverarbeitendes Neuron). Informationsverarbeitende
Neurone verarbeiten die eingegebene Information auf irgendeine Weise, représentie-
ren also nicht die Identitdtsfunktion. Ein Bindres Neuron summiert alle Eingaben,
die es erhilt, durch die gewichtete Summe als Propagierungsfunktion auf, was wir
mit dem Summenzeichen ¥ skizzieren wollen. Die Aktivierungsfunktion des Neurons
ist dann die bindre Schwellenwertfunktion, die mit _ I skizziert werden kann. Dies

bringt uns insgesamt zu der Symboldarstellung . Analog werden andere Neurone

mit gewichteter Summe als Propagierungsfunktion, jedoch den Aktivierungsfunktionen
Tangens Hyperbolicus, Fermifunktion oder einer separat definierten Aktivierungsfunk-

tion fact als

dargestellt. Diese Neurone bezeichnen wir dann z.B. auch als Fermi-Neuron oder
Tanh-Neuron.

Ausgabeneurone werden auch oft OQutputneuron genannt. Nachdem wir nun die Be-
standteile eines Perceptrons kennen, kénnen wir es auch definieren.

Definition 5.3 (Perceptron). Das Perceptron (Abb. [5.1 auf der rechten Seite) st
ein FeedForward-Netz, in welchem es eine Retina gibt, die der reinen Datenaufnahme

1 Es mag dem einen oder anderen Leser sauer aufstoBen, dass ich behaupte, es gdbe keine Definition fiir ein
Perceptron, das Perceptron aber im nachsten Absatz definiere. Ich schlage daher vor, meine Definition
im Hinterkopf zu behalten, aber nur fiir diese Arbeit als wirklich gegeben anzusehen.
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Abbildung 5.1: Aufbau eines Perceptrons mit einer Schicht variabler Verbindungen in verschiede-
nen Ansichten. Die durchgezogene Gewichtsschicht in den unteren beiden Abbildungen ist trainier-
bar.

Links: Am Beispiel der Informationsabtastung im Auge.

Rechts oben: Skizze desselben mit eingezeichneter fester Gewichtsschicht unter Verwendung der
definierten funktionsbeschreibenden Designs fiir Neurone.

Rechts unten: Ohne eingezeichnete feste Gewichtsschicht, mit Benennung der einzelnen Neuronen
nach unserer Konvention. Wir werden die feste Gewichtschicht im weiteren Verlauf der Arbeit nicht
mehr betrachten.



dient und fest gewichtete Verbindungen zur ersten Neuronenschicht (Eingabeschicht)
besitzt. Der festen Gewichtsschicht folgt mindestens eine trainierbare Gewichtsschicht.
Eine Neuronenschicht ist zur jeweils ndchsten vollverkniipft. Die erste Schicht des Per-
ceptrons besteht aus den oben definierten Fingabeneuronen.

Oft enthélt ein FeedForward-Netz auch ShortCuts, was aber nicht exakt der urspriing-
lichen Beschreibung entspricht und daher hier auch nicht der Definition hinzugefiigt
wird. Wir sehen, dass die Retina gar nicht in den unteren Teil der Abb. mit ein-
bezogen wird — in der Tat wird meist (vereinfachend und fiir die Implementierung
ausreichend) die erste Neuronenschicht nach der Retina als Eingabeschicht betrachtet,
da diese die Inputwerte sowieso nur weitergibt. Die Retina selbst und die statischen
Gewichte dahinter werden also nicht weiter erwahnt oder abgebildet, da sie sowieso
nicht informationsverarbeitend sind. Die Abbildung eines Perceptrons beginnt also bei
den Inputneuronen.

SNIPE: Die Methoden setSettingsTopologyFeedForward sowie die Variante -WithShortcuts
einer NeuralNetworkDescriptor-Instanz konfigurieren den Descriptor fiir FeedForward-Netze
bzw. solche mit Shortcuts, indem sie die entsprechenden Verbindungsklassen erlauben. Andere
Verbindungsklassen werden verboten und Fastprop wird aktiviert.

5.1 Das Singlelayerperceptron besitzt nur eine trainierbare
Gewichtsschicht

Hier gehen von der Eingabeschicht Verbindungen mit trainierbaren Gewichten zu ei-
nem Ausgabeneuron (), welches ausgibt, ob das an den Eingabeneuronen eingegebene
Muster erkannt wird oder nicht. Ein Singlelayerperceptron (kurz: SLP) besitzt also
nur eine Ebene trainierbarer Gewichte (Abb. [5.1 auf der vorangehenden Seite)).

Definition 5.4 (Singlelayerperceptron). Als Singlelayerperceptron (SLP) wird
ein Perceptron bezeichnet, welches nach der Schicht Eingabeneurone nur eine variable
Gewichtsschicht und eine Schicht Ausgabeneurone €2 besitzt. Die technische Sicht eines

SLPs findet sich in Abb. [5.2_auf der rechten Seitel

Es &ndert am Prinzip des Perceptrons natiirlich nichts wesentlich, wenn mehrere Ausga-
beneurone Q1,, ..., Q, vorkommen (Abb. 5.3 auf der rechten Seite]): Ein Perceptron
mit mehreren Ausgabeneuronen kann man auch als mehrere verschiedene Perceptrone
mit derselben Eingabe ansehen.

Als triviale, zusammensetzbare Beispiele sind die in Abb. [5.4 auf Seite 94| dargestellten
Booleschen Funktionen AND und OR zu sehen.
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Abbildung 5.2: Ein Singlelayerperceptron mit zwei Eingabeneuronen und einem Outputneuron.
Durch den aus dem Netz herausfiihrenden Pfeil gibt das Netz die Ausgabe aus. In der Mitte befindet
sich die trainierbare Schicht von Gewichten (beschriftet). Zur Erinnerung habe ich hier noch einmal
das Biasneuron mit abgebildet. Obwohl das Gewicht wgras o ein ganz normales Gewicht ist und auch
so behandelt wird, habe ich es hier nur gepunktet gezeichnet — dies erhoht die Ubersichtlichkeit bei
groBeren Netzen stark. In Zukunft werden wir das Biasneuron nicht mehr mit abbilden.

Abbildung 5.3: Singlelayerperceptron mit mehreren Ausgabeneuronen



Abbildung 5.4: Zwei Singlelayerperceptrons fiir Boolesche Funktionen. Das obere Singlelayerper-
ceptron realisiert ein AND, das untere ein OR. Die Aktivierungsfunktion des informationsverarbeiten-
den Neurons ist jeweils die bindre Schwellenwertfunktion, wo vorhanden stehen die Schwellenwerte
in den Neuronen.



Wir m6chten nun erfahren, wie wir ein Singlelayerperceptron trainieren kénnen, und be-
trachten hierzu zunéchst den Perceptron-Lernalgorithmus und anschlieffend die Delta-
Regel.

5.1.1 Perceptron-Lernalgorithmus und Konvergenz-Theorem

Der urspriingliche Perceptron-Lernalgorithmus mit bindrer Aktivierungsfunktion
in den Neuronen ist beschrieben in Alg. Es ist bewiesen, dass der Algorithmus
in endlicher Zeit konvergiert — das Perceptron also in endlicher Zeit alles lernen kann,
was ihm moglich ist, zu représentieren (Perceptron-Konvergenz- Theorem, |Ros62]).
Der Leser sollte sich hierbei nicht zu frith freuen. Was das Perceptron représentieren
kann, werden wir noch erforschen.

Waiéhrend der Erforschung der linearen Separierbarkeit von Problemen werden wir noch
behandeln, dass zumindest das Singlelayerperceptron leider viele Probleme nicht repré-
sentieren kann.

5.1.2 Die Delta-Regel als gradientenbasiertes Lernverfahren fiir SLPs

Im Folgenden weichen wir von unserer binidren Schwellenwertfunktion als Aktivierungs-
funktion ab, denn zumindest fiir Backpropagation of Error brauchen wir, wie wir gleich
sehen werden, eine differenzierbare oder gar semilineare Aktivierungsfunktion — fiir
die nun folgende Delta-Regel (ebenfalls hergeleitet in [MRS6]) ist sie nicht zwangs-
weise erforderlich, aber niitzlich. Auf diesen Umstand wird aber auch noch einmal
an Ort und Stelle hingewiesen. Die Delta-Regel hat gegeniiber dem obigen Perceptron-
Lernalgorithmus im Wesentlichen die Vorteile, fiir nicht-bindre Aktivierungsfunktionen
geeignet zu sein und, bei grofler Entfernung zum Lernziel, automatisch schneller zu ler-
nen.

Angenommen, wir besitzen ein Singlelayerperceptron mit zuféllig gesetzten Gewichten,
dem wir eine Funktion anhand von Trainingsbeispielen beibringen méchten. Die Menge
dieser Trainingsbeispiele nennen wir P — sie enthélt, wie schon definiert, Paare (p,t)
von Trainingsbeispielen p und zugehorigem Teaching Input ¢. Ich rufe auch noch einmal
in Erinnerung, dass

> x Inputvektor und
> y Outputvektor eines Neuronalen Netzes ist,

> Outputneurone {2y, s, ..., Qo genannt werden und



1: while Jp € P and Fehler zu grofl do

2:  Gebe ein p in Netz ein, berechne Ausgabe y { P Menge der Trainingsmuster}
3:  for jedes Ausgabeneuron (2 do

4 if yq = to then

5: Ausgabe richtig, keine Gewichtsénderung

6 else

7 if yo =0 then

8 for jedes Eingabeneuron ¢ do

9: w;0 = w;q + 0; {...Gewicht zu Q um o; vergréfiern}
10: end for

11: end if

12: if yo =1 then

13: for jedes Eingabeneuron ¢ do

14: w; = w; 0 — 0; {...Gewicht zu  um o; verkleinern}
15: end for

16: end if

17: end if

18: end for
19: end while

Algorithmus 1: Perceptron-Lernalgorithmus. Der Perceptron-Lernalgorithmus verrin-
gert Gewichte zu Ausgabeneuronen, welche 1 statt 0 ausgeben, und erhoht Gewichte
im umgekehrten Fall.




> ¢ Input sowie
> o Output eines Neurons ist.
Ferner haben wir definiert, dass

> der Fehlervektor E, die Differenz (¢ — y) unter einem bestimmten Trainingsbei-
spiel p darstellt.

> Sei weiterhin wie gehabt O die Menge der Ausgabeneurone und
> I die Menge der Eingabeneurone.

Als weitere Namenskonvention wollen wir vereinbaren, dass z.B. fiir Output o und
Teaching Input ¢ ein zusétzlicher Index p gesetzt werden darf, um anzuzeigen, dass
diese GroBe musterspezifisch ist — dies erhoht manchmal die Ubersichtlichkeit ganz
erheblich.

Unser Lernziel ist jetzt natiirlich, dass bei allen Trainingsbeispielen der Output y des
Netzes anndhernd gleich dem gewiinschten Output ¢ ist, also formal gilt

Vp:y~t bzw. Vp:E,=0.

Hierfiir miissen wir erst lernen, den Gesamtfehler Err als Funktion der Gewichte zu
betrachten: Der Gesamtfehler nimmt zu oder ab, je nachdem, wie wir die Gewichte
dndern.

Definition 5.5 (Fehlerfunktion). Die Fehlerfunktion
Err: W — R

fasst die Menge? der Gewichte W als Vektor auf und bildet die Gewichtswerte auf den
normalisierten Ausgabefehler ab (normalisiert daher, weil man sémtliche Ausgabefehler
sonst nicht in einem einzelnen e € R abbilden kann, um einen Gradientenabstieg darauf
durchzufiihren). Dass sich analog eine spezifische Fehlerfunktion fiir ein einzelnes
Muster p bilden l&sst, ist offensichtlich.

Wie wir bereits in Abschnitt zum Thema Gradientenabstiegsverfahren gesehen ha-
ben, berechnen Gradientenabstiegsverfahren den Gradienten einer beliebig- aber end-
lichdimensionalen Funktion (hier der Fehlerfunktion Err(W)) und gehen entgegen dem
Gradienten nach unten, bis ein Minimum erreicht ist. Err(W) ist auf der Menge sdmt-
licher Gewichte definiert, die wir hier als Vektor W ansehen. Es wird also versucht,

2 Der Tradition anderer Literatur folgend, habe ich W vorher als Gewichtsmatrix definiert — ich bin mir
dieses Konfliktes bewusst, er wird uns hier aber nicht weiter stéren.
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Abbildung 5.5: Beispielhafte Fehlerflaiche eines Neuronalen Netzes mit zwei trainierbaren Verbin-
dungen wy und ws. In der Regel haben Neuronale Netze mehr als zwei Verbindungen, was hier nicht
so lbersichtlich abzubilden gewesen ware. Weiterhin ist die Fehlerfliche meist sehr viel zerklifteter,
was die Suche nach dem Minimum erschwert.

den Fehler zu verringern bzw. zu minimieren, indem man, salopp gesagt, an den Ge-
wichten dreht — man bekommt also Informationen dariiber, wie man die Gewichte
verédndern soll (die Verdnderung aller Gewichte bezeichnen wir mit AW), indem man
die Fehlerfunktion Err(WW) nach diesen ableitet:

AW ~ —VErr(W). (5.1)

Aufgrund dieser Proportionalitdt gibt es eine Proportionalitdtskonstante 7, so dass
Gleichheit gilt (n wird bald noch eine weitere Bedeutung und wirklich praktischen
Nutzen auflerhalb der bloflen Bedeutung als Proportionalitdtskonstante bekommen.
Ich méchte den Leser bitten, sich bis dahin noch etwas zu gedulden.):

AW = —nVErr(W). (5.2)

Die Ableitung der Fehlerfunktion nach den Gewichten schreiben wir jetzt als normale
partielle Ableitung nach einem Gewicht w; o (es gibt nur variable Gewichte zu Aus-
gabeneuronen 2), um damit rechnerisch etwas mehr anfangen zu kénnen. Wir drehen
also an jedem einzelnen Gewicht und schauen, wie sich die Fehlerfunktion dabei &n-
dert, leiten also die Fehlerfunktion nach einem Gewicht w; o ab und erhalten so die
Information Aw; o, wie wir dieses Gewicht veréndern sollen.

(5.3)

Nun stellt sich langsam die Frage: Wie ist denn genau unsere Fehlerfunktion definiert?
Es ist schlecht fiir uns, wenn sich viele Ergebnisse fern der gewiinschten finden, die



Fehlerfunktion sollte dann also grole Werte liefern — auf der anderen Seite ist es auch
nicht gut, wenn viele Ergebnisse nahe der gewiinschten sind, es aber vielleicht einen
sehr weit entfernten Ausreifler gibt. Es bietet sich also der Quadratische Abstand
zwischen dem Ausgabevektor y und dem Teaching Input ¢ an, der uns den fiir ein
Trainingsbeispiel p spezifischen Fehler Err, iiber die Ausgabe aller Outputneurone €2
liefert:

1
Err, (W) = 3 Z (tp.o — ypa)>. (5.4)
Qe0

Wir quadrieren also die Differenzen der Komponenten der Vektoren ¢ und y unter einem
Muster p und summieren diese Quadrate auf. Die Fehlerdefinition Err und damit die
der Fehlerfunktion Err(W) ergibt sich dann einfach durch die Aufsummierung der
spezifischen Fehler Err, (W) aller Muster p:

Err(W) = Z Err,(W) (5.5)
peP

Summe iiber alle p

— % 3 (Z (tpo — yp,g)"’) . (5.6)

peP \Qe0

Summe iiber alle ©2

Der aufmerksame Leser wird sich natiirlich fragen, woher denn in Gleichung der
Faktor % plotzlich kommt, und wo denn, da die Gleichung dem euklidischen Abstand
so dhnlich sieht, die Wurzel geblieben ist. Beides folgt aus einfacher Pragmatik: Es
geht nur um die Fehlerminimierung. Die Wurzelfunktion ist monoton und sinkt mit
ihrem Argument, also kdnnen wir sie auch dem Rechen- und Implementationsaufwand
zuliebe weglassen, da wir sie fiir die Minimierung nicht brauchen. Ebenso ist egal, ob
wir den zu minimierenden Term durch den Vorfaktor % halbieren: Ich darf also mit
% multiplizieren — aus der reinen Faulheit heraus, damit es sich im weiteren Verlauf

unserer Rechnungen gegen eine 2 herauskiirzt.

Nun wollen wir fortfahren, die Delta-Regel fiir lineare Aktivierungsfunktionen herzu-
leiten. Wir haben bereits behandelt, dass man etwas an den einzelnen Gewichten w; o
dreht und schaut, wie sich der Fehler Err(W) verandert — was der Ableitung der Fehler-
funktion Err(W) nach eben diesem Gewicht w; o entspricht. Diese Ableitung entspricht



(da sich der Gesamtfehler Err(W) aus der Summe der spezifischen Fehler ergibt) der
Summe der Ableitungen aller spezifischen Fehler Err, nach diesem Gewicht:

Awiq = —n-p—? (57)

(5.8)

An dieser Stelle méchte ich noch einmal dariiber nachdenken, wie ein Neuronales Netz
denn Daten verarbeitet. Im Grunde werden die Daten nur durch eine Funktion ge-
schickt, das Ergebnis der Funktion durch eine weitere und so weiter und so fort. Las-
sen wir die Outputfunktion einmal auflen vor, so besteht der Weg von Neuronenaus-
gaben o0;, und o;,, die von Neuronen ¢; und 42 in ein Neuron {2 eingegeben werden,
zundchst aus der Propagierungsfunktion (hier gewichtete Summe), aus der wir dann
die Netzeingabe erhalten. Diese wird dann durch die Aktivierungsfunktion des Neurons
Q geschickt, so dass wir den Output dieses Neurons erhalten, der auch gleichzeitig eine
Komponente des Ausgabevektors y ist:

neto — fact
= fact(netQ)
= OQ

= Ya-

Wie wir sehen, resultiert dieser Output aus vielen ineinander geschachtelten Funktio-
nen:

00 = fact (netQ) (5.9)
= fact(oil S Wiy 0+ 04y wi27Q)- (5.10)

Dass wir den Output auch bis in die Eingabeneurone aufschliisseln kénnen, ist klar
(das ist hier nicht notwendig, da diese bei einem SLP keine Informationsverarbeitung
betreiben). Wir wollen also die Ableitungen von Gleichung durchfiihren und kénnen

durch die Funktionsschachtelung die Kettenregel anwenden, um die in Gleichung [5.8

enthaltene Ableitung %”_(ﬂm zu zerlegen.

OErr,(W)  OErr,(W) 0Oopan
— i (5.11)
awi’g 60,,,9 811)2"9




Betrachten wir den ersten multiplikativen Faktor der obigen Gleichung [5.11 auf der
der die Ableitung des spezifischen Fehlers Err,(W) nach dem Output
darstellt, also die Verdnderung des Fehlers Err, mit dem Output o, q: Es ist bei Be-
trachtung von Err, (Gleichung|5.4 auf Seite 99) klar, dass diese Verédnderung sich genau
mit der Differenz zwischen Teaching Input und Ausgabe (¢, o — 0pq) verdndert (wir
erinnern uns: Da  Ausgabeneuron, gilt 0,0 = yp ). Ist der Output dem Teaching
Input néher, so ist der spezifische Fehler kleiner. Wir kénnen also das eine durch das
andere ersetzen, wobei wir diese Differenz auch 6, o nennen (daher hat die Delta-Regel
ihren Namen):

OErr,(W) Jdop 0
aﬂ%g - (tp,Q Op,Q) 8’[1)7;79 (5.12)
0o
= —dp0- awi-’z (5.13)

Der zweite multiplikative Faktor der Gleichung[5.11 auf der linken Seite]und der folgen-
den ist die Ableitung des Outputs des Neurons (2 zum Muster p nach dem Gewicht w; o.
Wie verédndert sich also 0, o bei der Verdnderung des Gewichts von ¢ nach Q7 Da wir
nach der Forderung am Anfang der Herleitung nur eine lineare Aktivierungsfunktion
fact haben, kénnen wir genauso gut die Verdnderung der Netzeingabe bei Verdnderung
von w; o betrachten:

0% ier(opiwig)
ow; 0

. (5.14)

. . 9) . (opiwi) 1 .. . . . .
Diese Ableitung %ﬁll) kénnen wir nun vereinfachen: Die abzuleitende Funk-
i,

tion > ;cr(0piwiq) besteht aus vielen Summanden, und nur der Summand oy, ;w; o
azie[(opiiwiaﬂ)

enthélt die Variable w; o, nach der wir ableiten. Es gilt also I

= 0p; und

damit:

OErr, (W)

= 0,0 0p; 5.15
8wz7ﬂ D, Y2 ( )

= —0p,i " OpQ- (5.16)

Dies setzen wir in die Gleichung [5.8 auf der Tinken Seite] ein und erhalten so unsere
Modifikationsregel fiir ein Gewicht w; o:

Awig=1n-)_ 0pi- 0. (5.17)
peEP



Allerdings: Wir haben die Herleitung schon von Anfang an als Offline-Regel begonnen,
indem wir uns Gedanken gemacht haben, wie wir die Fehler aller Muster aufsummieren
und jeweils nach der Prasentation aller Muster lernen. Dies ist der mathematisch kor-
rekte Weg, aber aufwéndiger zu implementieren und, wie wir spéter in diesem Kapitel
sehen werden, auch teilweise rechenaufwéindiger wahrend des Trainings.

Fir die ,,Online-Learning-Version“ der Delta-Regel wird die Aufsummierung einfach
weggelassen und direkt nach der Prasentation jedes Musters gelernt, was uns auch die
Schreibweise vereinfacht (sie muss nicht mehr auf ein Muster p bezogen sein):

Aw; o =1-0; - dq. (5.18)
Diese Version der Delta-Regel méchte ich auch fiir die folgende Definition verwenden.

Definition 5.6 (Delta-Regel). Bestimmen wir analog zu obiger Herleitung, dass die
Funktion h aus der Hebb-Regel (Gleichung4.6 auf Seite 86|) nur den Ausgabewert o; des
Vorgangerneurons ¢ wieder ausgibt und die Funktion ¢ die Differenz von gewiinschter
Aktivierung tq und tatsédchlicher Aktivierung aq ist, so erhalten wir die Delta-Regel,
auch bekannt als Widrow-Hoff-Regel:

Aw;q =10 (tg — ag) = 1n0;0q (5.19)

Wenn man als Teaching Input die gewiinschte Ausgabe anstatt Aktivierung anlegt, die
Ausgabefunktion der Outputneurone also keine Identitét darstellt, erhélt man

Aw; g =n-0; - (to — 0q) = n0;dq (5.20)

und dq entspricht dann der Differenz zwischen tq und ogq.

Bei der Delta-Regel ist die Gewichtsinderung aller Gewichte zu einem Ausgabeneuron
Q) proportional

> zur Differenz der aktuellen Aktivierung bzw. Ausgabe ag bzw. og und dem da-
zugehorigen Teaching Input tn. Diesen Faktor mochten wir dg nennen, er wird
auch ,, Delta“ gesprochen.

Offensichtlich gilt die Delta-Regel jedoch nur fiir SLPs, da sich die Formel immer auf
den Teaching Input bezieht und fiir innere Verarbeitungsschichten von Neuronen kein
Teaching Input existiert.



Ein. 1 ‘ Ein. 2 ‘ Ausgabe
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Tabelle 5.1: Definition des logischen XORs. Links die Eingabewerte, rechts die definierte Ausgabe.

Wiy Q Wiy Q

X0R?

Abbildung 5.6: Skizze fiir ein Singlelayerperceptron, welches die XOR-Funktion darstellen soll —
solch ein SLP kann es aber nicht geben.

5.2 Ein SLP kann nur linear separierbare Daten reprasentieren

Sei f die XOR-Funktion, welche zwei bindre Eingaben erwartet und eine binére Aus-
gabe erzeugt (genaue Definition siehe Tabelle .

Versuchen wir, durch ein SLP mit zwei Eingabeneuronen i1, i2 und einem Ausgabeneu-
ron ) die XOR-Funktion darzustellen (Abb. .

Wir verwenden hier die gewichtete Summe als Propagierungsfunktion, eine bindre Ak-
tivierungsfunktion mit Schwellenwert © und die Identitit als Ausgabefunktion. {2 muss

also in Abhéngigkeit von i; und is den Wert 1 ausgeben, wenn gilt:

netq = 0;, w;, 0 + 0j, Wi, 0 > O (5.21)



>
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Abbildung 5.7: Lineare Separierung von n = 2 Eingaben von Inputneuronen i; und is durch 1-
dimensionale Gerade. A und B bezeichnen die Zugehorigkeit der Eckpunkte zu den zu separierenden
Mengen der XOR-Funktion.

Gehen wir von einem positiven Gewicht w;, o aus, so ist Ungleichung
[vorangehenden Seite| dquivalent zu der Ungleichung

05y >

(©q — 0i,wiy ) (5.22)
Wiy ,Q

Bei konstantem Schwellenwert ©q stellt der rechte Teil der Ungleichung [5.22] eine
Gerade durch ein von den moglichen Ausgaben o;, und o0;, der Eingabeneurone ¢; und
io aufgespanntes Koordinatensystem (Abb. dar.

Fiir ein (wie fir Ungleichung [5.22| gefordertes) positives w;, o feuert das Ausgabeneu-
ron €2 bei den Eingabekombinationen, welche <iber der erzeugten Geraden liegen. Fiir
ein negatives w;, o wiirde es fiir alle Eingabekombinationen feuern, welche unter der
Geraden liegen. Es sei angemerkt, dass nur die vier Eckpunkte des Einheitsquadrates
mogliche Eingaben sind, da die XOR-Funktion nur binidre Eingaben kennt.

Um das XOR-Problem zu l6sen, miissen wir also die Gerade so drehen und verschie-
ben, dass sie die Eingabemenge A = {(0,0),(1,1)} von der Eingabemenge B =
{(0,1),(1,0)} abgrenzt - was offensichtlich nicht moglich ist.
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Abbildung 5.8: Lineare Separierung von n. = 3 Eingaben von Inputneuronen iy, i und i3 durch
2-dimensionale Ebene.

Allgemein lassen sich die Eingabemdglichkeiten n vieler Eingabeneurone in einem n-
dimensionalen Wiirfel darstellen, der von einem SLP durch eine (n — 1)-dimensionale
Hyperebene separiert wird (Abb. — nur Mengen, die durch eine solche Hyperebene
trennbar, also linear separierbar sind, kann ein SLP klassifizieren.

Es spricht leider viel dafiir, dass der Prozentsatz der linear separierbaren Probleme
mit steigendem n schnell abnimmt (siehe Tabelle [5.2 auf der folgenden Seite)), was die
Funktionalitdt des SLPs einschrankt — weiterhin sind Prifungen auf lineare Separier-
barkeit schwierig. Fiir schwierigere Aufgaben mit mehr Eingaben bendtigen wir also
etwas Méachtigeres als das SLP. Das XOR-Problem stellt schon eine dieser Aufgaben
dar, braucht doch ein Perceptron, das die XOR-Funktion repréasentieren will, bereits
eine verdeckte Ebene (Abb. 5.9 auf der folgenden Seite)).

5.3 Ein Multilayerperceptron enthdlt mehr trainierbare
Gewichtsschichten

Machtiger als ein SLP ist ein Perceptron mit zwei oder mehr trainierbaren Gewichts-
schichten (Multilayerperceptron bzw. MLP genannt). Wie wir wissen, kann ein Single-



n | Anzahl davon lin. | Anteil
bindrer separier-
Funktionen | bar

14 4 100%

2 |16 14 87.5%

3 | 256 104 40.6%

4 | 65,536 1,772 2.7%

5| 4.3-10° 94,572 0.002%

6 | 1.8-10% 5,028,134 | =~ 0%

Tabelle 5.2: Anzahl der Funktionen beziiglich n binarer Eingaben und Anzahl und Anteil der davon
linear separierbaren Funktionen. Nach ﬂZe|94|,|Wid89|,|W3589ﬂ.

v
XO0R

Abbildung 5.9: Neuronales Netz, welches die XOR-Funktion realisiert. Schwellenwerte stehen (so-
weit vorhanden) innerhalb der Neurone.



layerperceptron den Inputraum durch eine Hyperebene (bei zweidimensionalem Inpu-
traum eine Geraden) teilen. Ein zweistufiges Perceptron (2 trainierbare Gewichts-
schichten, 3 Schichten Neurone) kann konvexe Polygone klassifizieren, indem es diese
Geraden weiterbehandelt, zum Beispiel in der Form ,,erkenne Muster, die iiber Gerade
1, unter Gerade 2 und unter Gerade 3 liegen“. Wir haben also bildlich gesprochen ein
SLP mit mehreren Ausgabeneuronen genommen und ein weiteres SLP ,angehangen“
(oberer Teil der Abb. |5.10 auf der folgenden Seite). Ein Multilayerperceptron stellt
einen universellen Funktionsapprorimator dar, wie aus dem Cybenko-Theorem
hervorgeht [Cyb89)].

Eine weitere trainierbare Gewichtsschicht verfahrt genauso, nur eben mit den konvexen
Polygonen, die nun wieder durch eine Gewichtsschicht aufeinander addiert, voneinander
abgezogen oder mit anderen Operationen nachbearbeitet werden kénnen (unterer Teil
der Abb. [5.10 auf der folgenden Seite)).

Allgemein kann mathematisch bewiesen werden, dass schon ein Multilayerperceptron
mit einer Schicht versteckter Neurone eine Funktion mit endlich vielen Unstetigkeits-
stellen sowie deren erste Ableitung beliebig genau approximieren kann — leider ist der
Beweis aber nicht konstruktiv, und so ist es uns selbst iiberlassen, die richtige Neuro-
nenanzahl und Gewichte zu finden.

Im Folgenden méchten wir fiir verschiedene Multilayerperceptrons eine Kurzschreib-
weise verwenden, welche weite Verbreitung findet: So ist ein zweistufiges Perceptron
mit 5 Neuronen in der Eingabeschicht, 3 Neuronen in der versteckten Schicht und 4
Neuronen in der Ausgabeschicht ein 5-3-4-MLP.

Definition 5.7 (Multilayerperceptron). Perceptrons mit mehr als einer Schicht va-
riabel gewichteter Verbindungen bezeichnen wir als Multilayerperceptron (MLP).
Ein n-Layer-Perceptron bzw. n-stufiges Perceptron hat dabei genau n variable Ge-
wichtsschichten und n + 1 Schichten Neurone (die Retina lassen wir aufler Acht), die
Neuronenschicht 1 ist hierbei die Schicht Eingabeneurone.

Da dreistufige Perceptrons durch Vereinigung und Schnitt beliebig vieler konvexer
Polygone Mengen beliebiger Form klassifizieren kdnnen, bringt uns eine weitere Stufe
fiir Funktionsdarstellungen durch Neuronale Netze keinen Vorteil mehr. Vorsicht beim
Literaturlesen: An der Schichtendefinition scheiden sich die Geister. Manche Quellen
zéhlen die Neuronenschichten, manche die Gewichtsschichten. Manche zdhlen die Re-
tina hinzu, manche zéhlen die trainierbaren Gewichtsschichten. Manche zédhlen (aus
welchen Griinden auch immer) die Ausgabeneuronenschicht nicht mit. Ich habe hier
die Definition gewéhlt, die meiner Meinung nach am meisten iiber die Lernfahigkeiten
aussagt — und werde sie hier auch konsistent durchhalten. Nochmal zur Erinnerung:



Abbildung 5.10: Wie wir wissen, reprasentiert ein SLP eine Gerade. Mit 2 trainierbaren Gewichts-
schichten kann man mehrere Geraden zu konvexen Polygonen zusammensetzen (oben). Unter Ver-
wendung von 3 trainierbaren Gewichtsschichten kann man mit mehreren Polygonen beliebige Men-

gen modellieren (unten).



klassifizierbare Menge
Hyperebene

konvexes Polygon

jede beliebige Menge

auch jede beliebige Menge,
also kein weiterer Vorteil

A~ WS

Tabelle 5.3: Hier wird dargestellt, mit welchem Perceptron sich Mengen welcher Art klassifizieren
lassen, wobei das n die Anzahl der trainierbaren Gewichtsschichten darstellt.

Ein n-stufiges Perceptron besitzt genau n trainierbare Gewichtsschichten. Eine Zusam-
menfassung, welche Perceptrons welche Art von Menge klassifizieren kénnen, findet
sich noch einmal in Tabelle [5.3] Wir werden uns jetzt der Herausforderung widmen,
Perceptrons mit mehr als einer Gewichtsschicht zu trainieren.

5.4 Backpropagation of Error verallgemeinert die Delta-Regel
auf MLPs

Im Folgenden mochte ich die Backpropagation of Error-Lernregel (Kurz: Backpro-
pagation, Backprop oder auch BP) herleiten und néher erlautern, mit der man mehr-
stufige Perceptrons, welche semilineare? Aktivierungsfunktionen besitzen, trainieren
kann. Bindre Schwellenwertfunktionen und sonstige nicht-differenzierbare Funktionen
werden nicht mehr unterstiitzt, das macht aber nichts: Wir haben ja gesehen, dass man
die Fermifunktion bzw. den Tangens Hyperbolicus durch einen Temperatur-Parameter
T der bindren Schwellenwertfunktion beliebig anndhern kann. Weitgehend werde ich
der Herleitung nach bzw. folgen — ich méchte aber noch einmal darauf
hinweisen, dass das Verfahren bereits frither von PAUL WERBOS in publiziert
wurde, jedoch wesentlich weniger Leser fand als in .

Backpropagation ist ein Gradientenabstiegsverfahren (mit all den Stérken und Schwé-
chen des Gradientenabstiegs), wobei die Fehlerfunktion Err(W') hier sdmtliche n Ge-
wichte als Argument entgegennimmt (Abb. 5.5 auf Seite 98)) und diese dem Ausgabefeh-
ler zuordnet, also n-dimensional ist. Auf Err(W) sucht man durch Gradientenabstieg
einen Punkt geringen oder gar geringsten Fehlers. Backpropagation trainiert also wie
die Delta-Regel die Gewichte des Neuronalen Netzes — und genau die Delta-Regel bzw.

3 Semilineare Funktionen sind monoton und differenzierbar — aber im Allgemeinen nicht linear.



ihre Grofle 9; fir ein Neuron i wird durch Backpropagation von einer auf mehrere
trainierbare Gewichtsschichten erweitert.

5.4.1 Die Herleitung erfolgt vollig analog zur Deltaregel, aber mit
aligemeinerem Delta

Im Vorfeld sei definiert, dass sich die Netzeingabe der einzelnen Neurone ¢ durch die
gewichtete Summe ergibt. Weiterhin seien oy, ;, net, ; etc. wie schon bei Herleitung der
Delta-Regel definiert als die gewohnten o;, net;, etc. unter dem Eingabemuster p, wel-
ches wir zum Trainieren verwenden. Auch sei die Ausgabefunktion wieder die Identitét,
es gilt also 0; = fact(net, ;) fiir jedes Neuron i. Da es sich um eine Verallgemeinerung
der Delta-Regel handelt, benutzen wir wieder das gleiche Formelgeriist wie bei der
Delta-Regel (Gleichung [5.20 auf Seite 102)). Was wir verallgemeinern miissen, ist, wie
schon angedeutet, die Grofle § fiir jedes Neuron.

Zunichst: Wo befindet sich das Neuron, fiir das wir ein § errechnen wollen? Es liegt
nahe, ein beliebiges inneres Neuron h zu wéhlen, welches eine Menge K von Vorgén-
gerneuronen k sowie eine Menge L von Nachfolgerneuronen [ besitzt, welche ebenfalls
innere Neurone sind (Siehe Abb. [5.11 auf der rechten Seite]). Es ist dabei irrelevant,
ob die Vorgangerneurone bereits die Eingabeneurone sind.

Wir fiihren nun das gleiche Spiel wie bei der Herleitung der Delta-Regel durch und
spalten Funktionen durch die Kettenregel. Ich werde bei dieser Herleitung nicht ganz
so ausfithrlich sein, das Prinzip ist aber dem der Delta-Regel dhnlich (die Unterschiede
liegen eben wie gesagt im verallgemeinerten 6). Wir leiten also zunéchst die Fehler-
funktion Err nach einem Gewicht wy, ;, ab.

OErr(wy,,)  OErr Onety,
Bwk,h a Onety, awkﬁ
~——

(5.23)

=6,

Der erste Faktor der Gleichung [5.23]ist —dy,, welches wir gleich noch betrachten wollen.
Der zweite Faktor der Gleichung tragt im Zahler die Netzeingabe, also die gewichtete
Summe, so dass wir diese auch direkt ableiten kénnen. Es fallen wieder alle Summanden
der Summe weg bis auf denjenigen, der wy, j enthilt. Dieser Summand heif3t wy, p, - 0.
Leitet man diesen ab, bleibt also der Output des Neurons k {ibrig:

6neth . azkeK wkﬁok
Owy, j, owy

= (5.25)

(5.24)



Abbildung 5.11: Skizze der Lage unseres Neurons h im Neuronalen Netz. Es liegt in der Schicht
H, Vorgangerschicht ist K, nachfolgende Schicht ist L.

Wie versprochen, behandeln wir nun das —d; der Gleichung [5.23 auf der linken Seite)
welches wir wieder mit der Kettenregel aufspalten:

P OFrr (5.26)
Onety,
_ OErr  Ooy, (5.27)
~ Qop, Onety, '

Die Ableitung des Outputs nach der Netzeingabe (der zweite Faktor in Gleichung|5.27))
kommt natiirlich der Ableitung der Aktivierungsfunktion nach der Netzeingabe
gleich:

Jop, O fact (nety,)

= 2
Onety, Onety, (5.28)

= | fact' (nety) (5.29)

Analog leiten wir nun den ersten Faktor in Gleichung[5.27)ab. Diese Stelle moge sich der
Leser bitte gut durch den Kopf gehen lassen. Wir miissen uns hierfiir nur klarmachen,
dass die Ableitung der Fehlerfunktion nach dem Output einer inneren Neuronenschicht



abhdngig ist vom Vektor simtlicher Netzeingaben der Nachfolgeschicht. Dies schlagt in
Gleichung [5.30] zu Buche:

_BErr _ _aErr(netll, e ,netllL‘) (5.50)

80h 80h

Nach der Definition der mehrdimensionalen Kettenregel folgt dann sofort die Glei-
chung [5.31

OErr OErr Onet;
o, Z < Onet,; ' ooy, ) (5:31)

leL

Die Summe in Gleichung besitzt zwei Faktoren. Mit diesen Faktoren, summiert
iiber die Nachfolgeschicht L, wollen wir uns nun beschéftigen. Wir rechnen den zweiten
Faktor in der folgenden Gleichung [5.33] einfach aus:

onet; O pcy Whi - Op
= : .32
(90h 60h (5 ’ )

= (5.33)

Analog gilt fiir den ersten Faktor nach der Definition unseres J:

B gf;l - (5:34)

Wir setzen nun ein:

OFrr
= oo > iwny (5.35)

leL

Eine graphisch aufbereitete Version der -Verallgemeinerung mit allen Aufspaltungen
findet sich in Abbildung [5.12 auf der rechten Seite]

Dem Leser wird bereits aufgefallen sein, dass einige Zwischenergebnisse umrahmt wur-
den. Umrahmt wurden genau die Zwischenergebnisse, die in der Gewichtsverdnderung
von wy, einen Faktor ausmachen. Fiithrt man die obigen Gleichungen mit den um-
rahmten Zwischenergebnissen zusammen, so ergibt sich die gesuchte Gewichtsdnderung
Awy, p, zu

Awk,h = 100 mit (5.36)

Oh = fiee(netn) - > (Gwny)

leL



__ OErr
Onety,
_Oop _ OEr
Onety, Joy,
! OErr Onet;
fact (neth) ~ Onet; ZleL doy,
S aZth Wh, 1O,
l doy,
Wh,1

Abbildung 5.12: Graphische Darstellung der Gleichsetzungen (durch langgezogene Gleichzeichen)
und Kettenregel-Aufspaltungen (durch Pfeile) im Rahmen der Herleitung von Backpropagation. Die

Blatter des Baumes spiegeln die in der Herleitung umrahmten Endergebnisse aus der Verallgemei-
nerung des 0 wieder.



— natiirlich nur fiir den Fall, dass h ein inneres Neuron ist (sonst gibt es ja auch keine
Nachfolgeschicht L).

Den Fall, dass h Ausgabeneuron ist, haben wir ja schon in der Herleitung der Delta-
Regel behandelt. Insgesamt ergibt sich also unsere Verallgemeinerung der Delta-Regel,
genannt Backpropagation of Error, zu:

Awk,h = 1ol mit

5. — b Jace(netn) - (tn —yn) (h auBen) (537)
" act(0€ts) - >y (Srwpp) (h innen)

Im Unterschied zur Delta-Regel ist also die Behandlung des 9§, je nachdem, ob es sich bei
h um ein Ausgabe- oder aber inneres (also verdecktes) Neuron handelt, verschieden:

1. Ist h Ausgabeneuron, so gilt

Op,h = fz;ct(netp,h) : (tp,h - yp,h) (5.38)

Das Gewicht wy, , von k nach h wird also unter unserem Ubungsmuster p propor-
tional zu

> Lernrate 7,
> Ausgabe o0, des Vorgidngerneurons £,

> Gradient der Aktivierungsfunktion an der Stelle der Netzeingabe des Nach-
folgerneurons f; . (net, ) und

> Differenz aus Teaching Input ¢, ; und Ausgabe y,; des Nachfolgerneurons
h

gedndert. In diesem Fall arbeitet Backpropagation also auf zwei Neuronenschich-
ten, der Ausgabeschicht mit dem Nachfolgerneuron h und der Schicht davor mit
dem Vorgéngerneuron k.

2. Ist h inneres, verdecktes Neuron, so gilt

Sp.h = face(netpp) - > (0ps - why) (5.39)
leL

An dieser Stelle sei ausdriicklich erwdhnt, dass Backpropagation nun auf drei
Schichten arbeitet. Hierbei ist das Neuron k der Vorgéinger der zu dndernden
Verbindung mit dem Gewicht wy, j,, das Neuron h der Nachfolger der zu dndern-
den Verbindung, und die Neurone [ liegen in der Schicht nach dem Nachfolger-
neuron. Das Gewicht wy, ;, von k nach h wird also unter unserem Ubungsmuster
p proportional zu



> Lernrate 7,
> Ausgabe des Vorgiangerneurons oy, 1,

> Gradient der Aktivierungsfunktion an der Stelle der Netzeingabe des Nach-
folgerneurons f; (net, ),

> sowie, und hier liegt der Unterschied, aus der gewichteten Summe der Ge-
wichtsverdnderungen zu allen Neuronen, die h nachfolgen, > ;o7 (8, - wp )

geandert.

Definition 5.8 (Backpropagation). Fassen wir die Formeln [5.38 auf der linken Seite|
und [5.39 auf der linken Seite] zusammen, so erhalten wir folgende Gesamtformel fiir
Backpropagation (die Bezeichner p werden der Ubersichtlichkeit halber weggelassen):

A’U)k’h = 770k5h mit

5 — fact(nety) - (tn —yn) (h auBen) (5.40)
" Jact(nety) - 37 (dwpy) (h innen)

SNIPE: Eine online-Variante  von  Backpropagation ist in der  Methode
trainBackpropagationOfError der Klasse NeuralNetwork implementiert.

Offensichtlich ist also, dass Backpropagation zunéchst die hinterste Gewichtsschicht
direkt mit dem Teaching Input bearbeitet und sich anschliefend ebenenweise unter
Beriticksichtigung der jeweils vorhergehenden Gewichtsdnderungen weiter nach vorn ar-
beitet. Der Teaching Input hinterlisst also Spuren in simtlichen Gewichtsschichten.
Ich beschreibe hier gerade den ersten Teil (Delta-Regel) und zweiten Teil von Back-
propagation (Verallgemeinerte Delta-Regel auf mehr Schichten) in einem Zug, was
vielleicht der Sache, nicht jedoch der Forschung daran gerecht wird. Der erste Teil
ist offensichtlich, das werden wir gleich im Rahmen einer mathematischen Spielerei
sehen. Zwischen dem ersten und zweiten, rekursiven Teil liegen jedoch Jahrzehnte an
Entwicklungszeit und -arbeit, denn wie bei vielen bahnbrechenden Erfindungen merkte
man auch dieser erst nach der Entwicklung an, wie einleuchtend sie eigentlich ist.

5.4.2 Der mathematische Riickweg: Reduktion von Backpropagation auf
Delta-Regel

Wie oben erldutert, ist die Delta-Regel ein Spezialfall von Backpropagation fiir ein-
stufige Perceptrons und lineare Aktivierungsfunktionen — diesen Umstand md&chte ich
hier kurz néher erldutern und die Delta-Regel aus Backpropagation entwickeln, um



das Verstidndnis fiir beide Regeln noch etwas zu schérfen. Wir haben gesehen, dass
Backpropagation durch

Awk,h = noRdp mit

5 — fret(nety) - (¢, — yp) (h auBen) (5.41)
free(nety) - > cp(dwp) (h innen)

definiert ist. Da wir sie nur fiir einstufige Perceptrons verwenden, fallt der zweite Teil
von Backpropagation (heller dargestellt) ersatzlos weg, wir erhalten also:

Awkﬁ e I/Okdh mit

On = [t (netn) - (th — on)
Weiterhin wollen wir nur lineare Aktivierungsfunktionen verwenden, so dass f), (hel-
ler dargestellt) konstant ist. Konstanten lassen sich bekanntlich zusammenfassen, wir

fassen also die konstante Ableitung f! ., und die (mindestens pro Lernzyklus konstante)
Lernrate 7 (auch heller dargestellt) direkt in 1 zusammen. Es ergibt sich also:

(5.42)

Awy,p, = 1n0gdp = noy, - (tp, — o) (5.43)

Dies entspricht genau der Definition der Delta-Regel.

5.4.3 Die Wahl der Lernrate hat enormen Einfluss auf den LernprozeB3

Wie mittlerweile vielfach gesehen, ist die Gewichtsénderung in jedem Fall proportio-
nal zur Lernrate n. Die Wahl von 7 ist also sehr entscheidend fiir das Verhalten von
Backpropagation und allgemein fiir Lernverfahren.

Definition 5.9 (Lernrate). Die Geschwindigkeit und Genauigkeit eines Lernverfah-
rens ist immer steuerbar von und proportional zu einer Lernrate, welche als 1 ge-
schrieben wird.

Wird 7 zu grof3 gewahlt, so sind die Spriinge auf der Fehlerflache zu grofl und es konnten
z.B. enge Tiéler, also gute Werte, einfach iibersprungen werden, zudem bewegt man sich
sehr unkontrolliert iiber die Fehleroberfliche. Das Wunschmittel ist also ein kleines 7,
was aber einen riesigen, oft inakzeptablen Zeitaufwand mit sich bringen kann. Die
Erfahrung zeigt, dass gute Werte fiir die Lernrate im Bereich

0.01 <7 <0.9

liegen. Die Wahl von n hangt mafigeblich von Problem, Netz und Trainingsdaten ab,
so dass man kaum praktische Wahlhilfen geben kann. Beliebt ist jedoch, mit einem
relativ grofien 7, z.B. 0.9, den Anfang des Lernens zu machen und n dann langsam
bis auf z.B. 0.1 zu verringern, wihrend fiir einfachere Probleme 7 oft einfach konstant
gehalten werden kann.



5.4.3.1 Variation der Lernrate iiber die Zeit

Weiteres Stilmittel beim Training kann eine variable Lernrate sein: Eine grofle Lern-
rate lernt am Anfang gut, aber spater nicht mehr genau, eine kleinere ist aufwéandiger,
lernt aber genauer. Also verringert man einmal oder mehrere Male die Lernrate um
eine Groflienordnung — wiahrend des Lernvorgangs.

Ein beliebter Fehler (der obendrein noch auf den ersten Blick sehr elegant wirkt) ist,
die Lernrate kontinuierlich sinken zu lassen: Hier kommt es sehr leicht vor, dass der
Abfall der Lernrate grofier ist als die Steigung eines Hiigels der Fehlerfunktion, die
wir gerade erklimmen — was zur Folge hat, dass wir an dieser Steigung einfach héngen
bleiben. Losung: Lieber wie beschrieben die Lernrate stufenweise verringern.

5.4.3.2 Verschiedene Schichten — verschiedene Lernraten

Je weiter man sich wéhrend des Lernvorganges von der Ausgabeschicht wegbewegt,
um so langsamer lernt Backpropagation — es ist also eine gute Idee, fiir die Gewichts-
schichten nahe der Eingabeschicht eine gréflere Lernrate zu nehmen als fiir diejenigen
nahe der Ausgabeschicht. Der Unterschied kann hier ruhig bis zu einer Gréfienordnung
betragen.

5.5 Resilient Backpropagation ist eine Erweiterung von
Backpropagation of Error

Gerade haben wir zwei Backpropagation-spezifische Eigenschaften angesprochen, die
hin und wieder zum Problem werden koénnen (zusétzlich zu denjenigen, die Gradien-
tenabstiege ohnehin schon mit sich bringen): Zum einen kann der Benutzer von Back-
propagation eine schlechte Lernrate wahlen, und zum anderen lernt Backpropagation
immer langsamer, je weiter die Gewichte von der Ausgabeschicht entfernt sind. Aus
diesem Grund haben MARTIN RIEDMILLER et al. Backpropagation weiterentwickelt,
und ihre Variante Resilient Backpropagation (kurz: Rprop) getauft .
Ich mo6chte Backpropagation und Rprop hier gegeniiberstellen, ohne ausdriicklich eine
Variante als ,,besser” zu deklarieren. Bevor wir uns nun wirklich mit Formeln ausein-
andersetzen, wollen wir die zwei primédren Ideen hinter Rprop (und ihre Folgen) erst
einmal umgangsprachlich dem schon bekannten Backpropagation gegeniiberstellen.



Lernrate: Backpropagation benutzt standardméfig eine Lernrate 7, die vom Benutzer
gewahlt wird, und fiir das ganze Netz gilt. Sie bleibt statisch, bis sie manuell geén-
dert wird. Die Nachteile dieser Vorgehensweise haben wir schon erforscht. Rprop
verfolgt hier einen komplett anderen Ansatz: Es gibt keine globale Lernrate. Ers-
tens hat jedes einzelne Gewicht w;; seine eigene Lernrate 7;;, und zweitens
werden diese Lernraten nicht vom Benutzer gewahlt, sondern von Rprop selbst
festgelegt. Drittens bleiben die Gewichtsénderungen nicht statisch, sondern wer-
den von Rprop fiir jeden Zeitschritt angepasst. Um die zeitliche Anderung mit-
einzubeziehen, nennen wir sie korrekterweise 7; ;(t). Dies ermdglich nicht nur
gezielteres Lernen, auch das Problem des schichtweise verlangsamten Lernens
wird auf elegante Weise gelost.

Gewichtsanderung: In Backpropagation werden die Gewichte proportional zum Gra-
dienten der Fehlerfunktion gedndert. Das ist auf den ersten Blick wirklich intui-
tiv, allerdings iibernehmen wir so jegliche Zerkliiftung, die die Fehleroberfliche
aufweist, mit in die Gewichtsdnderung. Ob das immer sinnvoll ist, darf zumin-
dest angezweifelt werden. Auch hier geht Rprop andere Wege: Der Betrag der
Gewichtsdnderung Aw; ; entspricht einfach direkt der zugehorigen, automatisch
angepassten Lernrate 7; ;. So ist die Gewichtsinderung nicht proportional zum
Gradienten, nur noch das Vorzeichen des Gradienten geht in die Gewichtsin-
derung mit ein. Bis jetzt wissen wir noch nicht, auf welche Weise die 7; ; zur
Laufzeit angepasst werden, aber es sei vorweggenommen, dass der Ergebnispro-
zess deutlich weniger zerkliiftet aussieht als eine Fehlerfunktion.

Gegeniiber Backprop wird also der Gewichts-Updateschritt ersetzt, und ein zusétz-
licher Lernraten-Anpassungsschritt hinzugefiigt. Wie werden diese Ideen nun genau
umgesetzt?

5.5.1 Gewichtsanderungen sind nicht proportional zum Gradienten

Betrachten wir zunéchst die Gewichtsdnderung. Wir haben schon bemerkt, dass die
gewichtsspezifischen Lernraten direkt als Betrdge der Gewichtsinderungen fiir ihr je-
weiliges Gewicht herhalten. Bleibt die Frage, woher das Vorzeichen kommt — und das ist
eine Stelle, bei welcher der Gradient ins Spiel kommt. Wie schon bei der Herleitung von
Backpropagation, leiten wir die Fehlerfunktion Err(W) nach den einzelnen Gewichten
OErr(W)
ow;

w; ; ab und erhalten so Gradienten — . Jetzt kommt der grofle Unterschied: An-

(¥
statt den Betrag des Gradienten multiplikativ mit in die Gewichtsénderung einflieen
zu lassen, betrachten wir nur das Vorzeichen des Gradienten. Der Gradient bestimmt
also nicht mehr die Stédrke, sondern nur noch die Richtung der Gewichtsinderung. Ist

. . OErr(W . , . . .
das Vorzeichen des Gradienten ﬁ positiv, miissen wir das Gewicht w; ; verringern.

w;,



Vom Gewicht wird also 7; ; abgezogen. Ist das Vorzeichen des Gradienten hingegen ne-
gativ, so bedarf das Gewicht einer Verstarkung, bekommt also 7;; addiert. Ist der
Gradient genau 0, passiert einfach gar nichts. Wir gieflen diese umgangssprachliche
Beschreibung nun in eine Formel. Wir fiigen jeweils ein (¢) an, um darzustellen, dass
alles im gleichen Zeitschritt passiert. Das ist uniibersichtlicher, aber trotzdem wichtig,
denn gleich werden wir noch eine weitere Formel betrachten, die tiber verschiedene

Zeitschritte operiert. Dafiir kiirzen wir den Gradienten ab: g = 8%2;5‘?/).
Definition 5.10 (Gewichtsédnderung in Rprop).
ig(8), wemn g(t) > 0
Aw; j(t) =  +n:;(t), wenn g(t) <0 (5.44)

0 sonst.

Wir wissen nun, wie die Gewichte an sich gedndert werden - jetzt bleibt noch die Frage,
auf welche Weise die Lernraten selbststédndig angepasst werden. Zuletzt, wenn wir das
Gesamtsystem verstanden haben, klaren wir dann die verbleibenden Kleinigkeiten wie
Initialisierungswerte und ein paar konkrete Konstanten.

5.5.2 Viele dynamisch angepasste Lernraten statt einer statischen

Um die Lernraten 7;; anzupassen, miissen wir wieder die zugehorigen Gradienten g
betrachten, und zwar iiber zwei Zeitschritte hinweg: Den gerade vergangenen (¢ — 1)
und den jetzigen (t). Wieder ist fiir uns nur das Vorzeichen des Gradienten wichtig,
und wir miissen uns nun fragen: Was kann mit dem Vorzeichen iiber zwei Schritte
hinweg passieren? Es kann gleich bleiben, und es kann wechseln.

Wechselt das Vorzeichen von g(t — 1) zu g(¢), so haben wir im Gradienten ein lokales
Minimum tiibersprungen, das letzte Update ist also zu grofl gewesen, folglich muss
n;,;(t) im Vergleich zu dem vorherigen 7; j(t — 1) verkleinert werden, die Suche muss
genauer werden. Mathematisch ausgedriickt: Wir erhalten ein neues 7; j(t), in dem wir
das alte 7; j(t — 1) mit einer Konstante n* multiplizieren, die zwischen 1 und 0 liegt.
In diesem Falle wissen wir ja, dass im letzten Zeitschritt (¢ — 1) etwas schiefgelaufen
ist — also wird zusatzlich noch das Gewichtsupdate fiir das Gewicht w; ; im Zeitschritt
(t) hart auf 0 gesetzt, also gar nicht erst durchgefithrt (nicht in der folgenden Formel
angegeben).

Bleibt das Vorzeichen aber gleich, kann eine (behutsame!) Vergroflerung von 7; ; statt-
finden, um iiber flache Bereiche der Fehlerfunktion hinwegzukommen. Hier erhalten wir



unser neues 7; j(t), in dem wir das alte 7; ;(t — 1) mit einer Konstante " multiplizieren,
die grofler als 1 ist.

Definition 5.11 (Anpassung der Lernraten in Rprop).

i (t—1), g(t—1)g(t) >0
nij(t) = S mtnig(t — 1), g(t—1)g(t) <0 (5.45)
n;(t —1) sonst.

Achtung: Daraus folgt auch, dass Rprop ausschlielich fiir Offline-Lernen konzipiert
ist, denn wenn die Gradienten nicht eine gewisse Kontinuitdt aufweisen, bremst das
Lernverfahren auf niedrigstes Tempo ab (und verweilt dort). Wer online lernt, wechselt
ja — salopp gesprochen — mit jeder neuen Epoche die Fehlerfunktion, da diese nur auf
jeweils ein Trainingsmuster bezogen ist. Das geht zwar bei Backpropagation oft sehr gut
und sogar sehr oft schneller als die Offline-Variante, weshalb es dort gerne eingesetzt
wird. Es fehlt aber die saubere mathematische Motivation, und genau diese bendtigen
wir hier.

5.5.3 Uns fehlen noch ein paar Kleinigkeiten, um Rprop in der Praxis zu
verwenden

Es bleiben noch ein paar kleinere Fragen offen, nédmlich

1. Wie grof8 sind 5" und n' (wie stark werden Lernraten verstirkt, bzw. abge-
schwécht)?

2. Wie grof ist 7; j(0) (wie werden die gewichtsspezifischen Lernraten initialisiert)??
3. Wie sind die oberen und unteren Grenzen nyin bzw. nmax fiir die n; ; gesetzt?

Die Antworten auf diese Fragen handeln wir nun mit kurzer Motivation ab. Der Initia-
lisierungswert fiir die Lernraten sollte irgendwo in der Groflenordnung der Gewichtsi-
nitialisierung liegen, und so hat sich bewéhrt, n; ;(0) = 0.1 zu setzen. Die Autoren der
Rprop-Veroffentlichung beschreiben einleuchtenderweise, dass dieser Wert — solange er
positiv gesetzt wird und keinen exorbitant hohen Betrag hat — eher unkritisch zu sehen
ist, da er ohnehin schnell von der automatischen adaption iiberschrieben wird.

Ebenso unkritisch ist 7max, fiir das ohne weitere mathematische Begriindung ein Wert
von 50 empfohlen und iiber die meiste weitere Literatur verwendet wird. Man kann

4 Protipp: Da die 7;,; ausschlieBlich durch Multiplikation verdndert werden, ist O als Initialisierungswert
eher suboptimal :-)



diesen Parameter niedriger setzen, um ausschliellich sehr vorsichtige Updateschritte

zu erlauben. Kleine Updateschritte sollten in jedem Fall erlaubt sein, also setzen wir
—6

Tlmin = 107°.

Bleiben die Parameter n' und 7. Fangen wir mit 7% an: Wenn dieser Wert zum Einsatz
kommt, haben wir ein Minimum iibersprungen, von dem wir nicht genau wissen, wo
auf der tibersprungenen Strecke es liegt. Analog zur Vorgehensweise der bindren Suche,
wo das Zielobjekt ebenfalls oft iibersprungen wird, gehen wir davon aus, es ldge in der
Mitte der iibersprungenen Strecke. Also miissen wir die Lernrate halbieren, weswegen
sich ein n* = 0.5 kanonischerweise anbietet. Wenn der Wert n' zum Einsatz kommt,
sollen Lernraten umsichtig vergréflert werden, hier konnen wir also nicht die binére
Suche generalisieren und einfach den Wert 2.0 verwenden, sonst besteht das Lernraten-
Update nachher fast nur noch aus Richtungswechseln. Problemunabhéngig hat sich
ein Wert von n' = 1.2 als erfolgsversprechend erwiesen, wobei leichte Anderungen die
Konvergenzgeschwindigkeit nicht signifikant beeinflusst haben. So konnte auch dieser
Wert einfach als Konstante gesetzt werden.

Mit fortschreitender Rechengeschwindigkeit der Computer ist eine immer grofiere Ver-
breitung von sehr tiefen Netzwerken (Deep networks) , also Netzwerken mit sehr
vielen Schichten, zu beobachten. Fiir solche Netze ist Rprop dem originalen Backpro-
pagation unbedingt vorzuziehen, weil Backprop, wie schon angedeutet, auf Gewichten
fern der Ausgabeschicht sehr langsam lernt. Bei Problemen mit kleineren Schichten-
zahlen wiirde ich empfehlen, das verbreitete Backpropagation (sowohl mit offline- als
auch mit online-Lernen) und das weniger verbreitete Rprop zunéchst gleichwertig zu
testen.

SNIPE: Resilient Backpropagation wird in Snipe iiber die Methode
trainResilientBackpropagation der Klasse NeuralNetwork unterstiitzt. Wahlweise kann
man hier auch noch eine weitere Verbesserung zu Resilient Propagation zuschalten, die in
dieser Arbeit jedoch nicht weiter behandelt wird. Fiir die verschiedenen Rprop-Parameter
finden sich Getter und Setter.

5.6 Backpropagation wurde auch auB3erhalb von Rprop
vielfach erweitert und variiert

Backpropagation ist vielfach erweitert worden — viele dieser Erweiterungen kann man
einfach als optionale Features von Backpropagation implementieren, um gréfleren Test-
spielraum zu haben. Ich mdéchte im folgenden einige von ihnen kurz beschreiben.



5.6.1 Massetragheit zum LernprozeB3 hinzufiigen

Angenommen, wir fahren auf Skiern einen steilen Hang hinab — was hindert uns, am
Rande des Hangs zum Plateau sofort stehenzubleiben? Genau — der Schwung. Der
Momentum-Term [RHWS86b| sorgt bei Backpropagation dafiir, dass der Schrittweite
eine Art Trigheitsmoment (Momentum) hinzugefigt wird (Abb. [5.13 auf der rechten|
, indem jeder neuen Gewichtsiinderung immer ein Anteil der vorherigen Anderung
hinzuaddiert wird:

(pri,j )jetzt = nop,i5p,j + - (pri,j)vorher

Diese Schreibweise dient natiirlich nur dem besseren Verstindnis; in der Regel wird, wie
bereits durch den Zeitbegriff definiert, der Zeitpunkt des aktuellen Durchlaufs durch
(t) bezeichnet, der vorherige Durchlauf wird dann durch (¢ — 1) gekennzeichnet, was
man sukzessive fortfithrt. Wir kommen also zur formalen Definition des Momentum-
Terms:

Definition 5.12 (Momentum-Term). Die Variation von Backpropagation durch den
Momentum-Term ist wie folgt definiert:

Awm(t) = 7701'(5j +a- Awi,j(t — 1) (5.46)

Wir beschleunigen also auf Plateaus (verhindert Quasi-Stillstand auf Plateaus) und
bremsen auf zerkliifteten Flichen (gegen Oszillationen). Weiterhin kann man den Ef-
fekt der Tragheit iiber den Vorfaktor « variieren, ibliche Werte befinden sich zwischen
0.6 und 0.9. Aulerdem macht das Momentum den positiven Effekt moglich, dass unser
Skifahrer in einem Minimum ein paar mal hin- und herpendelt, und schlussendlich in
dem Minimum landet. Leider tritt trotz des schonen Aussehens im eindimensionalen
der ansonsten seltene Fehler des Verlassens guter Minima durch den Momentum-Term
héufiger auf — so dass auch hier wieder keine Patentlosung gegeben ist (wir gewéhnen
uns ja langsam an diese Aussage).

5.6.2 Flat spot elimination verhindert, dass sich Neurone verfangen

Es ist zu beachten, dass sowohl beim Tangens Hyperbolicus sowie der Fermifunktion die
Ableitung auBerhalb unmittelbarer Ndhe zu © fast 0 ist. Dieser Umstand fiihrt dazu,
dass sich Neurone nur schwer wieder aus den Grenzwerten der Aktivierung (flat spots)
entfernen konnen , was die Lernzeit extrem verléngern kann. Diesem Problem kann
durch Modifikation der Ableitung, z.B. Addition einer Konstanten (z.B. 0.1), begeg-
net werden, was als Flat spot elimination oder — umgangssprachlicher — Zuckern
bezeichnet wird.
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Abbildung 5.13: Wir mdchten den Gradientenabstieg durchfiihren wie ein Skifahrer seine Abfahrt,
der wohl kaum sofort an der Grenze zum Plateau anhalten wird.

Eine interessante Beobachtung ist, dass man auch schon reinen Konstanten als Ab-
leitungen Erfolge erzielt hat [Fah88]. Auch die schon in Abschnitt [3.2.6 auf Seite 46]
erwahnte schnelle Appoximation des Tangens Hyperbolicus von Anguita et al. benutzt
in den dufleren Bereichen der ebenfalls approximierten Ableitung eine kleine Konstan-
te.

5.6.3 Die zweite Ableitung kann mit einbezogen werden

Second Order Backpropagation nach DAVID PARKER verwendet auch den
zweiten Gradienten, also die zweite mehrdimensionale Ableitung der Fehlerfunktion,
um genauere Schétzungen der korrekten Aw;; zu erhalten. Hohere Ableitungen ver-
bessern die Schétzungen nur noch selten. So braucht man weniger Trainingszyklen,
diese sind aber weitaus rechenaufwéndiger.

Bei Methoden hoherer Ordnung im Allgemeinen werden weitere Ableitungen (also
Hessesche Matrizen, da die Funktionen mehrdimensional sind) verwendet. Erwartungs-
geméaB reduzieren die Verfahren die Anzahl der Lernepochen, machen die einzelnen
Epochen aber signifikant rechenaufwéndiger — so dass am Ende die Lernzeit oft sogar
lénger ist als mit Backpropagation.



Das Lernverfahren Quickpropagation [Fah88| verwendet die zweite Ableitung der
Fehlerfunktion und sieht die Fehlerfunktion lokal als eine Parabel an, deren Scheitel-
punkt wir analytisch bestimmen und wohin wir direkt springen. Dieses Lernverfahren
ist also ein Verfahren zweiter Ordnung. Es funktioniert natiirlich nicht bei Fehlerober-
flachen, die nicht lokal durch eine Parabel approximierbar sind (ob das der Fall ist,
kann man natiirlich nicht immer direkt sagen).

5.6.4 Weight Decay: GroBe Gewichte konnen bestraft werden

Bei der Modifikation Weight Decay (zu Deutsch: Dampfung der Gewichte) von PAUL
WERBOS [Wer8§| wird der Fehler um einen Term erweitert, der groe Gewichte bestraft.
Der Fehler unter Weight Decay

EI‘I‘WD

steigt also nicht nur mit dem eigentlichen Fehler, sondern auch mit dem Quadrat der
Gewichte — was zur Folge hat, dass das Netz beim Lernen die Gewichte klein hélt.

1
Errwp =Err+ 3 - - Z (w)? (5.47)
2
weW

Bestrafung

Dies ist von der Natur inspiriert, in der synaptische Gewichte ebenfalls nicht unendlich
stark werden konnen. Klein gehaltene Gewichte sorgen auflerdem héufig dafiir, dass
die Fehlerfunktion weniger starke Schwankungen beinhaltet, was das Lernen einfacher
und kontrollierter macht.

Der Vorfaktor % ist wieder aus einfacher Pragmatik heraus entstanden. Der Faktor £
regelt die Starke der Bestrafung: Werte von 0.001 bis 0.02 werden hier oft verwendet.

5.6.5 Das Netz zurechtstutzen: Pruning und Optimal Brain Damage

Wenn wir das Weight Decay lange genug durchgefithrt haben und feststellen, dass
bei einem Neuron im Eingabelayer alle Nachfolgegewichte Null oder fast Null sind,
konnen wir das Neuron entfernen, haben ein Neuron und einige Gewichte verloren
und reduzieren so die Chance, dass das Netz auswendig lernt. Dieser Vorgang wird als
Pruning (,,Stutzen“) bezeichnet.

Solch ein Verfahren, unnotige Gewichte und Neurone zu detektieren und wegzustrei-
chen, nennt sich Optimal Brain Damage [ICDS90|. Es sei hier nur kurz beschrieben:



Der Fehler pro Outputneuron setzt sich hierbei aus zwei konkurrierenden Termen zu-
sammen. Wahrend der eine wie gewohnt die Differenz zwischen Output und Teaching
Input berticksichtigt, versucht der andere, ein Gewicht gegen 0 zu ,pressen®. Wird ein
Gewicht nun stark bendétigt, um den Fehler zu minimieren, gewinnt der erste Term
— ist dies nicht der Fall, gewinnt der zweite. Neurone, die nur Nullgewichte besitzen,
kénnen zum Schluss wieder gestutzt werden.

Es gibt noch viele weitere Variationen von Backprop bzw. ganze Biicher eigens hieriiber
— da mein Ziel aber ist, einen Uberblick iiber Neuronale Netze zu bieten, mochte ich
hier nur die obigen als Anstofl zum Weiterlesen nennen.

Es ist bei manchen dieser Erweiterungen offensichtlich, dass sie nicht nur bei
FeedForward-Netzen mit Backpropagation-Lernverfahren angewendet werden
kénnen.

Wir haben nun Backpropagation und die FeedForward-Topologie kennen gelernt — nun
fehlt uns noch Erfahrung, wie wir ein Netz aufbauen. Diese Erfahrung ist im Rahmen
dieser Arbeit natiirlich nicht vermittelbar, und um ein wenig davon zu erwerben, emp-
fehle ich nun, ein paar der Beispielproblemstellungen aus Abschnitt [4.6] anzugehen.

5.7 Wie fangt man an? Initialkonfiguration eines
Multilayerperzeptrons

Nachdem wir jetzt das Lernverfahren Backpropagation of Error behandelt haben und
wissen, wie wir ein einmal vorhandenes Netz trainieren, ist es noch sinnvoll zu betrach-
ten, wie wir denn tiberhaupt an so ein Netz gelangen konnen.

5.7.1 Anzahl der Schichten: Zwei oder drei sind oft genug, mehr werden
aber auch benutzt

Fangen wir mit dem trivialen Umstand an, dass ein Netz eine Schicht Inputneurone
und eine Schicht Outputneurone haben sollte, was uns zu mindestens zwei Schichten
fiihrt.

Weiterhin benétigen wir, wie wir bereits wahrend unserer Untersuchung der linearen
Separierbarkeit erfahren haben, mindestens eine versteckte Schicht Neurone, falls unser
Problem nicht linear separierbar ist (wie wir gesehen haben, ist das wahrscheinlich).



Es kann, wie schon gesagt, mathematisch bewiesen werden, dass dieses MLP mit einer
versteckten Neuronenschicht bereits beliebige Funktionen beliebig genau approximie-
ren kann® — doch miissen wir nicht nur die Représentierbarkeit eines Problems durch
ein Perceptron betrachten, sondern auch die Lernbarkeit. Reprisentierbarkeit bedeu-
tet, dass ein Perceptron eine Abbildung grundséitzlich realisieren kann — Lernbarkeit
bezeichnet aber, dass wir sie ihm auch beibringen koénnen.

Insofern zeigt uns die Erfahrung, dass zwei versteckte Neuronenschichten bzw. drei
trainierbare Gewichtsschichten fiir die Realisierung eines Problems sehr niitzlich sein
kénnen, da viele Probleme zwar durchaus von einer versteckten Schicht repréasentiert
werden konnen, jedoch leider nur schwer lernbar sind.

Jede weitere Schicht erzeugt auch weitere Nebenminima der Fehlerfunktion, was bei
der Wahl der Schichtenzahl beachtet werden sollte. Ein erfolgversprechender Weg ist
also zusammenfassend, es erst mit einer versteckten Schicht zu probieren. Wenn das
nicht klappt, versucht man es mit zweien, und erst wenn das nicht funktioniert auf mehr
Schichten auszuweichen. Dennoch werden mit zunehmender Rechenkraft der Computer
fir manche Probleme bereits Deep metworks mit sehr vielen Schichten erfolgreich
angewandt.

5.7.2 Anzahl der Neurone sollte getestet werden

Die Zahl der Neurone (abseits von Eingabe- und Ausgabeschicht, die Anzahl der
Eingabe- und Ausgabeneurone ist ja durch die Problemstellung bereits fest definiert)
entspricht grundséatzlich der Zahl der freien Parameter des zu représentierenden Pro-
blems.

Da wir ja schon die Netzkapazitéit in Bezug auf Auswendiglernen oder eine zu ungenaue
Problemreprisentation erforscht haben, ist klar, dass unser Ziel so wenig wie madglich,
aber so viel wie notig freie Parameter sind.

Wie wir aber auch wissen, gibt es keine Patentformel, wie viele Neurone zu verwenden
sind — die sinnvollste Herangehensweise besteht also darin, zunidchst mit wenigen Neu-
ronen zu trainieren und so lange neue Netze mit mehr Neuronen zu trainieren, wie das
Ergebnis noch signifikant verbessert und vor allem die Generalisierungsleistung nicht
beeintrachtigt wird (Bottom-Up-Ansatz).

5 Achtung: Wir haben keine Aussage lber die Neuronenanzahl in der versteckten Schicht gemacht, nur
liber die theoretische Moglichkeit.



Tangens Hyperbolicus Fermi-Funktion mit Temperaturparameter
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Abbildung 5.14: Zur Erinnerung noch einmal die Darstellung des Tangens Hyperbolicus (links)
und der Fermifunktion (rechts). Die Fermifunktion wurde um einen Temperaturparameter erweitert.
Die urspriingliche Fermifunktion ist hierbei dunkel herausgestellt, die Temperaturparameter bei den
modifizierten Fermifunktionen betragen von auBen nach innen (aufsteigend geordnet nach Anstieg)
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5.7.3 Wahl der Aktivierungsfunktion

Ein weiterer sehr wichtiger Parameter fiir die Informationsverarbeitungsweise eines
Neuronalen Netzes ist die Wahl der Aktivierungsfunktion. Fir die Inputneuronen
steht die Aktivierungsfunktion ja fest, da sie nicht informationsverarbeitend sind.

Eine Frage, die man sich zunéchst stellen kann, ist, ob man {iberhaupt in der versteck-
ten und der Ausgabeschicht die gleiche Aktivierungsfunktion verwenden mdochte — nie-
mand hindert uns daran, hier zu variieren. In aller Regel ist die Aktivierungsfunktion
aber fiir alle versteckten Neurone untereinander gleich, ebenso fiir die Outputneuro-
ne.

Fir Aufgaben der Funktionsapproxrimation hat es sich als sinnvoll erwiesen, als
Aktivierungsfunktion der versteckten Neurone den Tangens Hyperbolicus (linker Teil
der Abb. zu verwenden, wahrend eine lineare Aktivierungsfunktion in der Aus-
gabe verwendet wird — letzteres ist unbedingt erforderlich, damit wir kein begrenztes
Ausgabeintervall erzeugen. Da die Outputschicht im Gegensatz zur ebenfalls linearen
Inputschicht Schwellenwerte besitzt, ist sie trotzdem informationsverarbeitend. Linea-
re Aktivierungsfunktionen in der Ausgabe konnen aber auch fiir riesige Lernschritte
sorgen, und dafiir, dass man gute Minima in der Fehleroberfliche tiiberspringt. Dies
kann verhindert werden, indem man die Lernrate an der Ausgabeschicht auf sehr klei-
ne Werte setzt.



Fiir Aufgaben der Mustererkennung® ist ein unbegrenztes Ausgabeintervall nicht
unbedingt erforderlich. Verwendet man iiberall den Tangens Hyperbolicus, so ist das
Ausgabeintervall etwas grofier. Die Fermifunktion (rechter Teil der Abb.
vorangehenden Seite) hat im Gegensatz zum Tangens Hyperbolicus weit vor dem
Schwellenwert (wo ihr Ergebnis nahe 0 ist) kaum Moglichkeiten etwas zu lernen. Hier
ist allerdings wieder viel Ermessensspielraum bei der Wahl der Aktivierungsfunktion
gegeben. Sigmoide Funktionen haben allgemein aber den Nachteil, dass sie weit weg
von ihrem Schwellenwert kaum noch etwas lernen, wenn man das Netz nicht etwas
modifiziert.

5.7.4 Gewichte sollten klein und zufillig initialisiert werden

Die Initialisierung der Gewichte ist nicht so trivial wie man vielleicht denken mag:
Initialisiert man sie einfach mit 0, wird gar keine Gewichtsénderung stattfinden. Initia-
lisiert man sie alle mit demselben Wert, werden sie im Training immer gleichermafien
gedndert. Die einfache Losung dieses Problems nennt man Symmetry Breaking. So
wird die Initialisierung der Gewichte mit kleinen, zufilligen Werten bezeichnet. Als
Bereich fiir die Zufallswerte konnte man das Intervall [—0.5;0.5] verwenden, jedoch
ohne die Null oder Werte, die sehr nah bei Null liegen. Diese Zufallsinitialisierung
hat einen schénen Nebeneffekt, ndmlich dass der Durchschnitt der Netzeingaben wahr-
scheinlich nahe 0 ist. Dies ist niitzlich, denn bei den géngigen Aktivierungsfunktionen
liegt die 0 im Bereich der stiarksten Ableitung der Aktivierungsfunktion, was kréftige
Lernimpulse direkt zu Beginn des Lernens ermdoglicht.

SNIPE: In Snipe werden die Gewichte zuféllig initialisiert, falls eine Synapseninitialisie-
rung gewunscht ist. Den maximalen Absolutbetrag eines Gewichts kann man in einem
NeuralNetworkDescriptor mit der Methode setSynapseInitialRange festlegen.

5.8 Das 8-3-8-Kodierungsproblem und verwandte Probleme

Das 8-3-8-Kodierungsproblem ist ein Klassiker unter den Testtrainingsproblemen fiir
Multilayerperceptrons. Wir besitzen in unserem MLP eine Eingabeschicht von acht
Neuronen i1,19,...,1g, eine Ausgabeschicht von acht Neuronen 2,€s,...,Qg, und
eine versteckte Schicht von drei Neuronen. Dieses Netz reprasentiert also eine Funktion
B® — BS. Die Trainingsaufgabe ist nun, dass, wenn in ein Neuron i; der Wert 1

6 Mustererkennung wird in der Regel als Spezialfall der Funktionsapproximation mit wenigen diskreten
Ausgabemoglichkeiten gesehen.
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Abbildung 5.15: Skizze der Funktionsweise der Kodierung eines 8-2-8 Netzes. Die Punkte repra-
sentieren die Vektoren der Aktivierung der beiden inneren Neuronen. Wie Sie sehen, lassen sich
durchaus Aktivierungsformationen finden, so dass jeder der Punkte durch eine Gerade vom Rest der
Punkte separierbar ist. Diese Separierung ist im Bild fiir einen der Punkte exemplarisch durchgefiihrt.

eingegeben wird, genau im Neuron ; der Wert 1 ausgegeben wird (es soll jeweils nur
ein Neuron aktiviert werden, dies fithrt uns zu 8 Trainingsbeispielen).

Sie werden bei Analyse des trainierten Netzes sehen, dass das Netz mit den 3 ver-
steckten Neuronen eine Art Bindrkodierung reprasentiert und die obige Abbildung so
moglich ist (mutmaBliche Trainingszeit hierfiir sind ~ 10* Epochen). Wir haben mit
unserem Netz also eine Maschine gebaut, die Daten kodiert und diese anschlieflend
wieder dekodiert.

Analog hierzu kann man ein 1024-10-1024 Kodierungsproblem trainieren —
doch geht das auch effizienter? Kann es beispielsweise ein 1024-9-1024 oder ein
8-2-8-Kodierungsnetz geben?

Ja, selbst das geht, da das Netz nicht auf bindre Kodierungen angewiesen ist: Ein 8-
2-8-Netz funktioniert also fiir unsere Problemstellung. Die Kodierung, die dieses Netz
realisiert, ist allerdings schwieriger zu durchschauen (Abb. und es muss auch
wesentlich langer trainiert werden.



Ein 8-1-8-Netz funktioniert nicht mehr, da die Mdoglichkeit vorhanden sein muss, dass
die Ausgabe eines Neurons von einem anderen ausgeglichen wird, und bei nur einem
versteckten Neuron natiirlich kein Ausgleichsneuron vorhanden ist.

SNIPE: Die statische Methode getEncoderSampleLesson der Klasse TrainingSampleLesson
erlaubt es, einfache Trainingsamples fiir derartige Encoderprobleme beliebiger Dimensionalitét
Zu generieren.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 8. Ein 2-15-15-2-MLP soll durch ein MLP mit nur einer einzigen verdeckten
Schicht, aber gleich vielen Gewichten ersetzt werden. Berechnen Sie, wieviele Neurone
dieses Netz in seiner verdeckten Schicht hat. Hinweis: Vergessen Sie das BIAS-Neuron
nicht.

Aufgabe 9. In Abb. [5.4 auf Seite 94] sehen Sie jeweils ein kleines Netz fiir die Boo-
leschen Funktionen AND und OR. Schreiben Sie Tabellen, die sdmtliche Berechnungs-
groBen in den Neuronalen Netzen beinhalten (z.B. Netzeingabe, Aktivierungen, etc).
Exerzieren Sie die vier moglichen Eingaben der Netze durch und notieren Sie die Werte
dieser Groflen fiir die jeweiligen Eingaben. Verfahren Sie in gleicher Weise fiir XOR-Netz
(Abb. [5.9 auf Seite 106|).

Aufgabe 10.

1. Nennen Sie alle Booleschen Funktionen B3 — B!, welche linear separierbar sind,
bzw. charakterisieren Sie sie genau.

2. Nennen Sie diejenigen, die es nicht sind, bzw. charakterisieren Sie sie genau.

Aufgabe 11. Ein einfaches 2-1-Netz soll mittels Backpropagation of Error und n = 0.1
mit einem einzigen Muster trainiert werden. Priifen Sie, ob der Fehler

1
Err = Err), = 5(2& —7)?

konvergiert und wenn ja, zu welchem Wert. Wie sieht die Fehlerkurve aus? Das Muster
(p,t) sei definiert zu p = (p1,p2) = (0.3,0.7) und tq = 0.4. Initialisieren Sie die
Gewichte zufallig im Intervall [1; —1].

Aufgabe 12. Ein einstufiges Perceptron mit zwei Inputneuronen, Biasneuron und
bindrer Schwellenwertfunktion als Aktivierungsfunktion trennt den zweidimensionalen
Raum durch eine Gerade g in zwei Teile. Berechnen Sie fiir ein solches Perceptron



analytisch einen Satz Gewichtswerte, so dass die folgende Menge P der 6 Muster der
Form (p1,p2,tq) mit € < 1 richtig klassifiziert wird.

P ={(0,0,~1);
(2, -1 1)-
(7T+¢e,3—¢,1);
(7T—c¢, 3—1—5 —1)
(0,=2—¢,1);
(0—5 —2 —1)}

Aufgabe 13. Berechnen Sie einmal und nachvollziehbar den Vektor AW sdmtlicher
Gewichtsinderungen mit dem Verfahren Backpropagation of Error mit n = 1. Gegeben
Sei ein 2-2-1-MLP mit Biasneuron, das Muster sei definiert zu

p= (p17p2atQ) = (270> 01)

Die Initialwerte der Gewichte sollen bei allen Gewichten, welche € als Ziel haben, 1
betragen — sdmtliche anderen Gewichte sollten den Initialwert 0.5 besitzen. Was fallt
an den Anderungen auf?






Kapitel 6

Radiale Basisfunktionen

RBF-Netze nahern Funktionen an, indem sie GauBglocken strecken, stauchen
und anschlieBend rdumlich versetzt aufsummieren. Beschreibung ihrer
Funktion und ihres Lernvorganges, Gegeniiberstellung mit
Multilayerperceptrons.

Radiale Basisfunktionennetze (RBF-Netze) nach POGGIO und GIROSI sind ein
Paradigma Neuronaler Netze, welches deutlich spéter entstand als das der Perceptrons.
Sie sind wie Perceptrons schichtartig aufgebaute Netze, allerdings in diesem Fall mit
exakt drei Schichten, also nur einer einzigen Schicht versteckter Neurone.

Wie Perceptrons besitzen die Netze eine reine FeedForward-Struktur und Vollverkniip-
fung zwischen den Schichten, und auch hier tréagt die Inputschicht nicht zur Informati-
onsverarbeitung bei. Auch sind die RBF-Netze wie MLPs universelle Funktionsappro-
ximatoren.

Bei allen Gemeinsamkeiten: Was unterscheidet die RBF-Netze nun von den Percep-
trons? Es ist die Informationsverarbeitung selbst bzw. die Berechnungsvorschriften
innerhalb der Neurone, welche nicht in der Inputschicht liegen. Wir werden also gleich
eine bis jetzt vollig unbekannte Art Neurone neu definieren.

6.1 Bestandteile und Aufbau eines RBF-Netzes

Wir wollen nun zunéchst einige Begriffe rund um die RBF-Netze erst umgangssprach-
lich betrachten und danach definieren.
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Ausgabeneurone in einem RBF-Netz enthalten nur die Identitét als Aktivierungsfunk-
tion und eine gewichtete Summe als Propagierungsfunktion. Sie machen also
nichts weiter, als alles, was in sie eingegeben wird, aufzusummieren und die Sum-
me auszugeben.

Versteckte Neurone heifien auch RBF-Neurone (so wie die Schicht, in der sie sich
befinden, auch RBF-Schicht genannt wird). Jedes versteckte Neuron erhélt als
Propagierungsfunktion eine Norm, welche den Abstand zwischen der Eingabe in
das Netz und dem sogenannten Ort des Neurons (Zentrum) errechnet. Diese wird
in eine radiale Aktivierungsfunktion eingegeben, die die Aktivierung des Neurons
berechnet und ausgibt.

Definition 6.1 (RBF-Eingabeneuron). Die Definition und Darstellung ist identisch
mit der Eingabeneuron-Definition [5.1 auf Seite 90}

Definition 6.2 (Zentrum eines RBF-Neurons). Das Zentrum cj, eines RBF-Neurons
h ist der Punkt im Eingaberaum, in dem das RBF-Neuron angesiedelt ist. Je néher
der Eingabevektor am Zentrumsvektor eines RBF-Neurons liegt, umso hoher ist in der
Regel seine Aktivierung.

Definition 6.3 (RBF-Neuron). Die sogenannten RBF-Neurone h besitzen eine
Propagierungsfunktion f,rop, welche den Abstand zwischen dem Zentrum cp eines
Neurons und dem Eingabevektor y feststellt. Dieser Abstand repréisentiert dann die
Netzeingabe. Die Netzeingabe wird dann durch eine Radialbasisfunktion f,c¢ geschickt,
welche die Aktivierung bzw. Ausgabe des Neurons ausgibt. RBF-Neurone werden durch

das Symbol dargestellt.

Definition 6.4 (RBF-Ausgabeneuron). RBPF-Ausgabeneurone () besitzen die ge-
wichtete Summe als Propagierungsfunktion fprop, und die Identitat als Aktivierungs-

funktion fact. Wir stellen sie durch das Symbol @ dar.

Definition 6.5 (RBF-Netz). Ein RBF-Netz besitzt exakt drei Schichten in der fol-
genden Reihenfolge: Die Eingabeschicht aus Eingabeneuronen, die versteckte Schicht
(auch RBF-Schicht genannt) aus RBF-Neuronen und die Ausgabeschicht aus RBF-
Ausgabeneuronen. Jede Schicht ist mit der néchsten vollverkniipft, ShortCuts exis-
tieren nicht (Abb. |6.1 auf der rechten Seite) — es handelt sich also um eine reine
FeedForward-Topologie. Die Verbindungen zwischen Eingabeschicht und RBF-Schicht
sind ungewichtet, leiten die Eingabe also nur weiter. Die Verbindungen zwischen RBF-
und Ausgabeschicht sind gewichtet. Die urspriingliche Definition eines RBF-Netzes be-
zog sich auf nur ein Ausgabeneuron, analog zu den Perceptrons ist aber klar, dass sich
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Abbildung 6.1: Ein beispielhaftes RBF-Netz mit zwei Eingabeneuronen, fiinf versteckten Neuronen
und drei Ausgabeneuronen. Die Verbindungen zu den versteckten Neuronen besitzen keine Gewichte,
sie leiten die Eingabe nur weiter. Rechts der Skizze ist die Benennung der Neurone zu finden, welche
sich analog zu der bekannten Benennung der Neurone im MLP verhalt: Inputneurone heiBen 4,

versteckte Neurone h, Ausgabeneurone (2. Die zugehorigen Mengen bezeichnen wir mit I, H und
0.

dies verallgemeinern lésst. Ein Biasneuron kennt das RBF-Netz nicht. Wir wollen die
Menge der Eingabeneurone mit I, die Menge der versteckten Neurone mit H und die
Menge der Ausgabeneurone mit O bezeichnen.

Die inneren Neurone heiflen daher Radiale Basisneurone, weil aus deren Definition
direkt folgt, dass alle Eingabevektoren, welche den gleichen Abstand vom Zentrum
eines Neurons haben, auch den gleichen Ausgabewert produzieren (Abb.
[folgenden Seite]).

6.2 Informationsverarbeitung eines RBF-Netzes

Die Frage ist nun, was durch dieses Netz realisiert wird und wo der Sinn liegt. Gehen
wir doch einmal das RBF-Netz von oben nach unten durch: Der Input wird durch die
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Abbildung 6.2: Sei ¢;, das Zentrum eines RBF-Neurons h. Dann liefert die Aktivierungsfunktion
factp, fur alle Eingaben, welche auf dem Kreis liegen, den gleichen Wert.

ungewichteten Verbindungen in ein RBF-Neuron eingebracht. Dieses schickt den Input-
vektor durch eine Norm, so dass ein Skalar herauskommt. Dieser Skalar (der aufgrund
der Norm iibrigens nur positiv sein kann) wird durch eine Radiale Basisfunktion, also
zum Beispiel eine Gaufiglocke (Abb. [6.3 auf der rechten Seite]) verarbeitet.

Die Ausgabewerte der verschiedenen Neurone der RBF-Schicht bzw- der verschiedenen
Gaufiglocken werden nun in der dritten Schicht aufsummiert: Faktisch werden, auf den
ganzen Eingaberaum bezogen, also Gauiglocken aufsummiert.

Stellen wir uns vor, wir haben ein zweites, drittes und viertes RBF-Neuron und da-
her insgesamt vier unterschiedlich lokalisierte Zentren. Jedes dieser Neurone misst nun
einen anderen Abstand von der Eingabe zum eigenen Zentrum und liefert de facto
selbst bei gleicher Gaufiglocke andere Werte. Da diese zum Schlufl in der Ausgabe-
schicht nur aufkumuliert werden, ist leicht einsehbar, dass man durch Zerren, Stauchen
und Verschieben von Gaufglocken und durch das anschlieBende Aufkumulieren jede be-
liebige Oberflaiche modellieren kann. Die Entwicklungsterme fiir die Superposition der
Gaufiglocken liegen hierbei in den Gewichten der Verbindungen von RBF-Schicht zu
Outputschicht.
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Abbildung 6.3: Zwei einzelne GauBglocken im Ein- und Zweidimensionalen. In beiden Fallen gilt
o = 0.4 und in beiden Féllen ist das Zentrum der GauBglocke im Nullpunkt. Der Abstand r zum
Zentrum (0,0) berechnet sich schlicht aus dem Satz des Pythagoras: r = /2 + 2.

Die Netzarchitektur bietet weiterhin die Moglichkeit, Hohe und Breite der Gaufiglocken
frei zu bestimmen oder zu trainieren — was dieses Netzparadigma noch vielfaltiger
macht. Methoden und Vorgehensweisen hierzu werden wir noch kennenlernen.

6.2.1 RBF-Neurone verarbeiten Information durch Normen und
Radialbasisfunktionen

Nehmen wir zunéchst ein einfaches 1-4-1-RBF-Netz als Beispiel. Es ist hier klar, dass
wir eine eindimensionale Ausgabe erhalten werden, die wir als Funktion darstellen kon-
nen (Abb.[6.4 auf der folgenden Seite]). Das Netz besitzt weiterhin Zentren ¢y, ca, ..., ¢4
der vier inneren Neurone hi, ho, ..., hs, und somit Gaulglocken, die zum Schluss im
Ausgabeneuron () aufsummiert werden. Das Netz besitzt auch vier Werte o1, 09, ..., 04,
welche die Breite der Gaufiglocken beeinflussen. Die Hohe der Gaufiglocke wird hinge-
gen von den nachfolgenden Gewichten beeinflusst, da damit die einzelnen Ausgabewerte
der Glocken multipliziert werden.
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Abbildung 6.4: Vier verschiedene durch RBF-Neurone gebildete GauBglocken im Eindimensionalen
werden von einem Outputneuron des RBF-Netzes aufsummiert. Die GauBglocken haben verschiede-
ne Hoéhen, Breiten und Orte. Die Zentren ¢y, ca, . .., ¢4 lagen bei 0, 1, 3, 4, die Breiten 01,09, ..., 04

bei 0.4,1,0.2,0.8. Ein Beispiel fiir den zweidimensionalen Fall findet sich in Abb. [6.5 auf der rechten|

Da wir eine Norm zum Berechnen des Abstands des Inputvektors zum Neuronenzen-
trum eines Neurons h verwenden, haben wir verschiedene Wahlmoglichkeiten: Oft wird
der Euklidische Abstand zur Abstandsberechnung gewahlt:

rh = ||z — cpl| (6.1)
= D (i —eni)? (6.2)
el

Wir erinnern uns: Mit  haben wir den Eingabevektor benannt. Hierbei durchlauft der
Index ¢ die Eingabeneurone und damit die Komponenten des Eingabevektors und des
Neuronenzentrums. Wie wir sehen, bildet der Euklidische Abstand die Quadrate der
Differenzen aller Vektorkomponenten, summiert sie auf und zieht aus der Summe die
Wurzel, was im zweidimensionalen dem Satz des Pythagoras gleich kommt. Aus der
Definition einer Norm folgt direkt, dass der Abstand nur positiv sein kann, weswegen
wir genaugenommen den positiven Teil der Aktivierungsfunktion verwenden. Ubrigens
sind auch andere Aktivierungsfunktionen als die GauBglocke mdglich, in aller Regel
werden Funktionen gew#hlt, die im Intervall [0; oo] monoton abfallen.
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Abbildung 6.5: Vier verschiedene durch RBF-Neurone gebildete GauBglocken im Zweidimensiona-
len werden von einem Outputneuron des RBF-Netzes aufsummiert. Fiir den Abstand gilt wieder
r = /a2 + y%. Die Héhen w, Breiten o und Zentren ¢ = (x,y) sind: wy = 1,00 = 04,¢; =
(0.5,0.5), we = —1,00 = 0.6,co = (1.15,—1.15), wg = 1.5,03 = 0.2,¢5 = (—0.5,-1),
wy = 0.8,04 = 1.4,¢4 = (—2,0).



Nachdem wir nun den Abstand r; des Inputvektors x zum Zentrum c¢; des RBF-
Neurons h kennen, muss dieser Abstand durch die Aktivierungsfunktion f,ct geschickt
werden — wir verwenden hier, wie schon gesagt, eine Gauf3glocke:

fact(rh) = e(20i> (6.3)

Es ist klar, dass sowohl Zentrum ¢; als auch die Breite o), als Bestandteil der Ak-
tivierungsfunktion f,.4 gesehen werden kénnen und nach dieser Ansicht die Aktivie-
rungsfunktionen nicht alle mit f,.; bezeichnet werden diirften. Eine Losung wére, die
Aktivierungsfunktionen nach dem Muster facty, factas - - - fact| H| mit H als Menge der
versteckten Neurone durchzunummerieren — was die Erklarungen aber uniibersichtlich
macht. Insofern verwende ich einfach fiir alle Aktivierungsfunktionen die Bezeichnung
fact und betrachte o und c als Groflen, die zwar fiir einzelne Neurone definiert, aber
nicht direkt in der Aktivierungsfunktion enthalten sind.

Dem Leser féllt bestimmt auf, dass die Gaufiglocke bei ihren vielen Verwendungen
in anderer Literatur oft mit einem multiplikativen Faktor versehen wird — aufgrund
der sowieso vorhandenen Multiplikation durch die nachfolgenden Gewichte und der
Aufwiegbarkeit von Konstantenmultiplikationen brauchen wir diesen Faktor jedoch
hier nicht (zumal das Integral der Gaufiglocke fiir unsere Zwecke nicht immer 1 sein
darf) und lassen ihn daher einfach weg.

6.2.2 Einige analytische Gedanken im Vorfeld zum Training

Die Ausgabe yq eines RBF-Ausgabeneurons {2 ergibt sich also, indem wir die Funktio-
nen eines RBF-Neurons zusammensetzen zu

Yo=Y wha- fat ([|lz = cal]). (6.4)

heH

Nehmen wir an, wir besitzen wie beim Multilayerperceptron eine Menge P, die | P| viele
Trainingsbeispiele (p,t) enthélt. Dann erhalten wir |P| viele Funktionen der Form

yo = Y wpa - fact (P — cnll) (6.5)

heH
namlich fiir jedes Trainingsbeispiel p eine.

Das Ziel des Aufwands ist es natiirlich wieder, die Ausgabe y fiir alle Trainingsmuster
p gegen den zugehorigen Teaching Input ¢ gehen zu lassen.



6.2.2.1 Gewichte konnen einfach als Losung eines Gleichungssystems
ausgerechnet werden

Wir sehen also, dass wir |P| viele Gleichungen gegeben haben. Betrachten wir nun die
Breiten o1, 09, ..., 0, die Zentren ¢y, ca, . .., ¢, und die Trainingsbeispiele p samt Tea-
ching Input ¢ als gegeben. Gesucht sind die Gewichte wy, o, wovon es |H| Stiick fir ein
einzelnes Ausgabeneuron 2 gibt. Wir kénnen unser Problem also als Gleichungssystem
sehen, da das einzige, was wir im Moment verdndern mochten, die Gewichte sind.

Dies bringt uns dazu, eine Fallunterscheidung zu treffen beziiglich der Anzahl der
Trainingsbeispiele |P| und der Anzahl der RBF-Neurone |H|:

|P| = |H|: Ist die Zahl der RBF-Neurone gleich der Zahl der Muster, also |P| = |H|,
so konnen wir die Gleichung auf eine Matrixmultiplikation

T=M-G (6.6)
s MY'T=M1' MG (6.7)
& MY T=E.G (6.8)
s Mt T=G (6.9)

zuriickfiithren, wobei
> T der Vektor der Teaching Inputs fiir alle Trainingsbeispiele ist,

> M die |P| x |H|-Matrix der Ausgaben von allen |H| RBF-Neuronen zu |P|
vielen Beispielen (Wir erinnern uns: |P| = |H|, die Matrix ist quadratisch
und daher kénnen wir versuchen, sie zu invertieren),

> G der Vektor der gewiinschten Gewichte und
> F eine Einheitsmatrix passend zu G.

Wir kénnen also die Gewichte mathematisch gesehen einfach ausrechnen: Im Fall
|P| = |H| haben wir pro Trainingsbeispiel genau ein RBF-Neuron zur Verfiigung.
Das heifit nichts anderes, als dass das Netz nach erfolgtem Errechnen der Ge-
wichte die |P| vielen Stiitzstellen, die wir haben, exakt trifft, also eine exakte
Interpolation durchfiihrt — fiir ein solches Gleichungs- Ausrechnen bendtigen wir
aber natiirlich kein RBF-Netz, so dass wir zum néchsten Fall ibergehen wollen.

Exakte Interpolation ist nicht mit dem bei den MLPs erwdhnten Auswendiglernen
zu verwechseln: Erstens reden wir im Moment noch gar nicht iiber das Trainieren



von RBF-Netzen, zweitens kann es auch sehr gut fiir uns und durchaus gewollt
sein, wenn das Netz zwischen den Stiitzstellen exakt interpoliert.

|P| < |H|: Das Gleichungssystem ist unterbestimmt, es existieren mehr RBF-Neurone
als Trainingsbeispiele, also |P| < |H|. Dieser Fall taucht natiirlich normalerweise
nicht sehr oft auf. In diesem Fall gibt es eine Losungsvielfalt, die wir gar nicht
im Detail brauchen: Wir kénnen uns aus vielen offensichtlich méglichen Sétzen
von Gewichten einen auswéhlen.

|P| > |H|: Fiir die weitere Betrachtung am interessantesten ist jedoch der Fall, dass es
signifikant mehr Trainingsbeispiele gibt als RBF-Neurone, also gilt |P| > |H| —
wir wollen also wieder die Generalisierungsfihigkeit der Neuronalen Netze nutzen.

Wenn wir viel mehr Trainingsmuster als RBF-Neurone haben, kénnen wir fai-
rerweise nicht mehr davon ausgehen, dass jedes Trainingsmuster exakt getroffen
wird. Wenn wir die Punkte also nicht exakt treffen konnen und daher auch nicht
nur interpolieren kénnen wie im obigen Idealfall |P| = |H|, so miissen wir versu-
chen, eine Funktion zu finden, die unsere Trainingsmenge P so genau wie moglich
approximiert: Wir versuchen wie beim MLP, die Summe der Fehlerquadrate
auf ein Minimum zu reduzieren.

Wie fahren wir also im Fall |P| > |H| mit der Berechnung fort? Wie oben miissen
wir, um das Gleichungssystem zu 16sen, eine Matrixmultiplikation

T=M- -G (6.10)

mit einer Matrix M 16sen. Problem ist aber, dass wir die |P| x |H|-Matrix M die-
ses mal nicht invertieren kénnen, weil sie nicht quadratisch ist (es gilt |P| # |H]|).
Hier miissen wir also, um tiberhaupt weiterzukommen, die Moore-Penrose-
Pseudoinverse mit

MT =T M)yt T (6.11)



verwenden. Die Moore-Penrose-Pseudoinverse ist nicht die Inverse einer Matrix,
kann aber in diesem Fall so verwendet werden'. Wir erhalten Gleichungen, die
denen im Fall |P| = |H| sehr dhnlich sind:

T=M-G (6.12)
& MT-T=M"M-G (6.13)
& MT-T=E-G (6.14)
& MT-T=G (6.15)

Ein weiterer Hauptgrund fiir die Verwendung der Moore-Penrose-Pseudoinversen
ist hier, dass sie die quadratische Abweichung minimiert (was unser Ziel ist): Die
Schatzung des Vektors G in Gleichung [6.15] entspricht dem aus der Statistik
bekannten Gauf$-Markov-Modell zur Minimierung des quadratischen Fehlers.
In den obigen Gleichungen [6.11 auf der linken Seite] und folgenden sei das T
in M7T (der transponierten Matrix M) bitte nicht mit dem T des Vektors aller
Teaching Inputs zu verwechseln.

6.2.2.2 Die Verallgemeinerung auf mehrere Ausgaben ist trivial und wenig
rechenintensiv

Wir haben also jeweils einen mathematisch exakten Weg gefunden, die Gewichte direkt
zu errechnen. Was passiert nun bei mehreren Ausgabeneuronen, also |O| > 1, wobei O
wie gewohnt die Menge der Ausgabeneurone € ist?

In diesem Fall dndert sich, wie wir schon angedeutet haben, nicht viel: Diese weiteren
Ausgabeneurone haben ja einen eigenen Satz Gewichte, wihrend wir die ¢ und ¢ der
RBF-Schicht nicht &ndern. Fiir ein RBF-Netz ist es also fiir gegebene ¢ und ¢ einfach,
sehr viele Outputneurone zu realisieren, da wir nur fiir jedes neue Outputneuron 2
einzeln den Vektor der zu ihm fithrenden Gewichte

Go=M" Tq (6.16)
errechnen miissen, wobei die sehr aufwindig zu errechnende Matrix M+ immer gleich

bleibt: Das Hinzufligen von mehr Ausgabeneuronen ist also, was die Berechnungskom-
plexitat angeht, recht preiswert.

1 Insbesondere gilt M+ = M, falls M invertierbar. Auf die Begriindung fiir diese Umstiande und Ver-
wendungsméglichkeiten von M mochte ich hier nicht weiter eingehen — diese sind aber in der Linearen
Algebra einfach zu finden.



6.2.2.3 Berechnungsaufwand und Genauigkeit

Bei realistischen Problemstellungen gilt jedoch in aller Regel, dass es wesentlich mehr
Trainingsbeispiele als RBF-Neurone gibt, also |P| > |H|: Man kann ohne weiteres den
Wunsch haben, mit 10° Trainingsbeispielen zu trainieren. Wir kénnen zwar theoretisch
mathematisch korrekt an der Tafel die Terme fir die richtige Losung finden (in sehr
sehr langer Zeit), die Berechnung am Computer erweist sich aber oft als ungenau und
sehr zeitaufwandig (Matrixinversionen haben einen groflen Rechenaufwand).

Weiterhin ist unsere Moore-Penrose-Pseudoinverse, trotz numerischer Stabilitdat, noch
keine Garantie dafiir, dass der Outputvektor dem Teachingvektor entspricht, da bei
den aufwéndigen Berechnungen sehr viele Ungenauigkeiten auftreten kénnen, obwohl
die Rechenwege mathematisch natiirlich korrekt sind: Unsere Computer kénnen uns
die pseudoinversen Matrizen auch nur ndherungsweise liefern (wenn auch gute Néhe-
rungen). De facto erhalten wir also auch nur eine Néherung der richtigen Gewichte
(womoglich mit vielen aufgeschaukelten Ungenauigkeiten) und damit auch nur eine
(vielleicht sehr grobe oder gar unerkennbare) Nédherung der Outputwerte an den ge-
wiinschten Output.

Falls wir genug Rechenpower besitzen, um einen Gewichtsvektor analytisch zu bestim-
men, sollten wir ihn also auf jeden Fall nur als Startwert fiir unseren Lernvorgang
benutzen, womit wir zu den wirklichen Trainingsverfahren kommen — aber sonst wére
es ja auch langweilig, oder?

6.3 Kombinationen aus Gleichungssystem und
Gradientenverfahren sind zum Training sinnvoll

Analog zum MLP fiihren wir also zum Finden passender Gewichte einen Gradienten-
abstieg durch, und zwar iiber die bereits hinldnglich bekannte Delta-Regel. Backpropa-
gation ist hier gar nicht notwendig, da wir nur eine einzige Gewichtsschicht trainieren
miissen — ein Umstand, der sehr rechenzeitfreundlich ist.

Wie wir wissen, lautet die Delta-Regel an sich
Awp0 =n-0q - op, (6.17)
wobei wir in unserem Fall nun einsetzen:

Awpg =1 (ta —ya)  fact(lp — cnll) (6.18)



Ich mo6chte noch einmal ausdriicklich darauf hinweisen, dass es sehr beliebt ist, das Trai-
ning in zwei Phasen zu unterteilen, indem man zunéchst einen Gewichtssatz analytisch
berechnet und diesen mit der Delta-Regel nachtrainiert.

Oft wird das Training sogar in drei Phasen gegliedert: Es bleibt ndmlich noch die Frage
zu kliren, ob man offline oder online lernt. Hier kann man Ahnliches sagen wie bei
Multilayerperceptrons: Es wird oft zunéchst online gelernt (schnellere Bewegung iiber
die Fehleroberfliche). AnschlieBend, wenn man der Meinung ist, sich der Losung zu
ndhern, werden in einer dritten Lernphase noch einmal die Fehler aufkumuliert und
fiir eine noch genauere Anniherung offline gelernt. Ahnlich wie bei den MLPs erreicht
man aber hier mit vielen Methoden gute Erfolge.

Wir haben aber schon angedeutet, dass man auch andere Dinge an einem RBF-Netz
optimieren kann als nur die Gewichte vor der Outputschicht — betrachten wir also
einmal die Moglichkeiten, die o und ¢ zu variieren.

6.3.1 Zentren und Breiten von RBF-Neuronen zu bestimmen, ist nicht
immer trivial

Es ist klar, dass man die Approximationsgenauigkeit von RBF-Netzen erhéhen kann,
indem man die Breiten und Positionen der Gaufiglocken im Inputraum an das zu
approximierende Problem anpasst. Es gibt mehrere Methoden, mit den Zentren ¢ und
Breiten o der Gaufiglocken zu verfahren:

Feste Wahl: Die Zentren und Breiten kann man fest und ohne Riicksicht auf die Mus-
ter wihlen — hiervon sind wir bis jetzt ausgegangen.

Bedingte, feste Wahl: Wieder werden Zentren und Breiten fest gewahlt, man besitzt
allerdings Vorwissen iiber die zu approximierende Funktion und kann sich etwas
danach richten.

Adaptiv zum Lernprozess: Zweifellos die eleganteste Variante, aber natiirlich auch die
anspruchsvollste. Eine Realisierung dieses Ansatzes wird in diesem Kapitel nicht
besprochen, ist aber im Zusammenhang mit einer anderen Netztopologie zu fin-

den (Abschnitt [10.6.1).

6.3.1.1 Feste Wahl

In jedem Fall ist es das Ziel, den Eingangsraum moglichst gleichméflig abzudecken. Hier
kann man dann Breiten von % des Abstandes der Zentren zueinander wéhlen, so dass



Abbildung 6.6: Beispiel einer gleichmaBigen Abdeckung eines zweidimensionalen Inputraumes
durch Radialbasisfunktionen.

sich die Gaufiglocken zu ca. ,einem Drittel“? iiberlappen (Abb. . Je dichter wir die
Glocken setzen, desto genauer, aber desto Rechenaufwiandiger wird das Ganze.

Dies mag sehr unelegant aussehen, allerdings kommen wir in Bereichen der Funkti-
onsapproximation kaum um die gleichméfiige Abdeckung herum — hier bringt es uns
ndmlich im Allgemeinen wenig, wenn die zu approximierende Funktion an einigen Stel-
len sehr genau représentiert wird, an anderen Stellen aber nur 0 als Riickgabewert
geliefert wird.

Allerdings erfordert eine hohe Eingangsdimension gigantisch viele RBF-Neurone, was
den Rechenaufwand exponentiell zur Dimension in die Hohe schnellen 148t — und dafiir
sorgt, dass wir sechs- bis zehndimensionale Probleme bei RBF-Netzen bereits ,,hochdi-
mensional“ nennen (ein MLP macht hier beispielsweise iiberhaupt keine Probleme).

2 Es ist klar, dass eine GauBglocke mathematisch unendlich breit ist, ich bitte also den Leser, diese saloppe
Formulierung zu entschuldigen.
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Abbildung 6.7: Beispiel einer ungleichmaBigen Abdeckung eines zweidimensionalen Inputraumes,
uber den wir Vorwissen besitzen, durch Radialbasisfunktionen.

6.3.1.2 Bedingte, feste Wahl

Angenommen, unsere Trainingsbeispiele sind nicht gleichméfig iiber den Eingangsraum
verteilt — dann liegt es nahe, die Zentren und Sigmas der RBF-Neurone anhand der
Musterverteilung auszurichten. Man kann also seine Trainingsmuster mit statistischen
Verfahren wie einer Clusteranalyse analysieren und so herausfinden, ob es statistische
Gegebenheiten gibt, nach denen wir unsere Verteilung der Zentren und Sigmas richten

sollten (Abb. [6.7).

Eine trivialere Moglichkeit wére es, |H| viele Zentren auf zufillig aus der Mustermenge
ausgewahlte Positionen zu setzen: Es bestiinde also bei dieser Vorgehensweise fiir jedes
Trainingsmuster p die Moglichkeit, direkt Zentrum eines Neurons zu sein (Abb.
lder folgenden Seite]). Das ist auch noch nicht sehr elegant, aber keine schlechte Losung,
wenn es schnell gehen soll. Bei dieser Vorgehensweise werden die Breiten in der Regel
fest gewéhlt.

Wenn wir Grund zu der Annahme haben, dass die Menge der Trainingsbeispiele Hau-
fungspunkte besitzt, konnen wir Clusteringverfahren benutzen, um diese zu finden. Es
gibt verschiedene Arten, Cluster in einer beliebigdimensionalen Menge von Punkten
zu finden, von denen wir einige im Exkurs [A] kennenlernen werden. Ein neuronales
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Abbildung 6.8: Beispiel einer ungleichmaBigen Abdeckung eines zweidimensionalen Inputraumes
durch Radialbasisfunktionen. Die Breiten wurden fest gewahlt, die Zentren der Neurone zuféllig tiber
die Trainingsmuster verteilt. Diese Verteilung kann natiirlich leicht zu unreprasentativen Ergebnissen
fihren, wie auch deutlich an dem allein stehenden Datenpunkt unten links zu sehen ist.

Clusteringverfahren sind die sogenannten ROLFs (Abschnitt , und auch Self Orga-
nizing Maps haben sich als sinnvoll im Zusammenhang mit der Positionsbestimmung
von RBF-Neuronen erwiesen (Abschnitt . Bei den ROLFs koénnen sogar Anhalts-
punkte fiir sinnvolle Radien der RBF-Neurone gefunden werden. Auch mit Learning
Vector Quantisation (Kap. E[) wurden schon gute Ergebnisse erzielt. Alle diese Ver-
fahren haben nichts direkt mit den RBF-Netzen zu tun, sondern dienen der reinen
Erzeugung von Vorwissen — wir behandeln sie daher nicht in diesem Kapitel, sondern
eigenstandig in den genannten Kapiteln.

Ein weiterer Ansatz ist, auf Bewédhrtes zuriickzugreifen: Wir kénnen an den Positionen
der Zentren drehen und schauen, wie sich unsere Fehlerfunktion Err damit verdndert
— einen Gradientenabstieg, wie von den MLPs gewohnt. Wir kénnen auch auf gleiche
Weise schauen, wie der Fehler von den Werten o abhéngt. Analog zur Herleitung von
Backpropagation bilden wir also die Ableitungen

OErr(opcp,) and OErr(opep)
doy, Ocy,



Da die Herleitung dieser Terme sich analog zu der von Backpropagation verhélt, wollen
wir sie hier nicht ausfithren.

Die Erfahrung zeigt aber, dass es keine sehr iiberzeugenden Ergebnisse liefert, wenn
wir betrachten, wie sich der Fehler abhingig von den Zentren und Sigmas verhalt.
Auch wenn die Mathematik uns lehrt, dass Verfahren dieser Art erfolgversprechend
sind, ist der Gradientenabstieg, wie wir wissen, problembehaftet bei sehr zerkliifteten
Fehleroberflachen.

Genau hier liegt der Knackpunkt: RBF-Netze bilden naturgemif sehr zerkliiftete Feh-
leroberflichen, denn wenn wir an einem ¢ oder ¢ etwas verdndern, verdndern wir das
Aussehen der Fehlerfunktion sehr stark.

6.4 Wachsende RBF-Netze passen die Neuronendichte
automatisch an

Bei wachsenden RBF-Netzen ist die Anzahl |H| der RBF-Neurone nicht konstant.
Man wéhlt vorab eine bestimmte Zahl | H| Neurone, sowie deren Zentren ¢;, und Breiten
oy, (beispielsweise anhand eines Clusteringverfahrens) und erweitert bzw. reduziert
diese anschliefend. Im Folgenden werden nur einfache Mechanismen angeschnitten,
genauere Informationen finden Sie unter [Fri94].

6.4.1 Neurone werden Stellen groBen Fehlers hinzugefiigt

Nach Bildung dieser Startkonfiguration berechnet man analytisch den Vektor der Ge-
wichte G. Man errechnet als néchstes alle spezifischen Fehler Err, beziiglich der Menge
P der Trainingsbeispiele und sucht den mazimalen spezifischen Fehler

m}gx(Errp) .

Die Erweiterung des Netzes ist einfach: An die Stelle dieses grofiten Fehlers setzen wir
nun ein neues RBF-Neuron. Hierbei miissen wir natiirlich ein wenig aufpassen: Bei klei-
nen o beeinflussen sich die Neurone nur bei wenig Entfernung zueinander. Bei grofien o
hingegen findet aufgrund der Uberlappung der GauBglocken eine grofie Beeinflussung
der schon vorhandenen Neurone durch das neue Neuron statt.

Es liegt also nahe, dass wir beim Hinzufiigen eines neuen Neurons die bereits vorhan-
denen RBF-Neurone etwas anpassen.



Diese Anpassung geschieht salopp gesagt, indem man die Zentren ¢ der anderen Neu-
rone etwas von dem neuen Neuron wegbewegt und deren Breite o etwas verkleinert.
Danach wird der aktuelle Outputvektor y des Netzes mit dem Teaching Input ¢ ver-
glichen und der Gewichtsvektor G durch Training verbessert. Anschliefend kann man,
sofern erforderlich, wieder ein neues Neuron einfiigen. Dieses Verfahren eignet sich
insbesondere fiir Funktionsapproximationen.

6.4.2 Begrenzung der Neuronenanzahl

Es ist hierbei unbedingt darauf zu achten, dass das Netz nicht ins Unendliche wachst,
was sehr schnell passieren kann. Es ist also sinnvoll, sich im Vorhinein eine Maxima-
lanzahl fiir Neurone |H|pax zu definieren.

6.4.3 Weniger wichtige Neurone werden geloscht

Dies bringt uns zu der Frage, ob man noch weiterlernen kann, wenn diese Grenze | H | max
erreicht ist. Auch hier ist dem Lernen noch kein Riegel vorgeschoben: Man sucht sich
das ,,unwichtigste“ Neuron und l6scht es. Ein Neuron ist beispielsweise fir das Netz
nicht wichtig, wenn es ein anderes Neuron gibt, welches fast genau das gleiche tut: Es
kommt oft vor, dass sich zwei Gauglocken genau iiberlappen, an solchen Stellen wiirde
beispielsweise ein einziges Neuron mit entsprechend gréflerer Hohe seiner Gaufiglocke
gentigen.

Automatisierte Verfahren fiir das Finden von weniger relevanten Neuronen zu entwi-
ckeln, ist aber sehr stark problemabhéngig und sei an dieser Stelle dem Programmierer
iiberlassen.

Mit RBF-Netzen und Multilayerperceptrons haben wir nun bereits zwei Netzparadig-
men fiir dhnliche Problemstellungen kennengelernt und ausfiihrlich betrachtet. Wir
wollen diese beiden Paradigmen daher einander gegeniiberstellen und ihre Vor- und
Nachteile vergleichen.

6.5 Gegeniiberstellung von RBF-Netzen und
Multilayerperceptrons

Wir nehmen den Vergleich von Multilayerperceptrons und RBF-Netzen anhand ver-
schiedener Aspekte vor.



Eingabedimension: Bei RBF-Netzen ist in hochdimensionalen Funktionsrdumen etwas
Vorsicht geboten, da das Netz sehr schnell sehr speicher- und rechenaufwéindig
werden kann — hier macht ein Multilayerperceptron weniger Probleme, da dessen
Neuronenanzahl nicht exponentiell mit der Eingabedimension wachst.

Wahl der Zentren: Allerdings ist die Wahl der Zentren ¢ bei RBF-Netzen (trotz der
hier vorgestellten Ansétze) nach wie vor ein groes Problem — bitte nutzen Sie bei
deren Anwendung also wirklich jedes Vorwissen, das sie haben. Solche Probleme
haben wir beim MLP nicht.

Ausgabedimension: Vorteil der RBF-Netze ist, dass es dem Training wenig macht,
wenn das Netz eine hohe Output-Dimension aufweist — ein Lernverfahren wie
Backpropagation bei einem MLP wird dabei sehr in die Lange gezogen.

Extrapolation: Vorteil und Nachteil von RBF-Netzen ist die mangelnde Extrapolati-
onsfahigkeit: Ein RBF-Netz liefert weit weg von den Zentren der RBF-Schicht
das Ergebnis 0. Dies ist gut und schlecht: Zum einen extrapoliert es eben nicht,
es ist im Gegensatz zum MLP hierfiir nicht verwertbar (wobei wir beim MLP
nie wissen koénnen, ob die extrapolierten Werte verniinftig sind, die Erfahrung
zeigt aber, dass MLPs hier gutmiitig sind). Zum anderen hat das Netz aber im
Gegensatz zum MLP die Moglichkeit, uns durch diese 0 zu sagen ,Ich weiss es
nicht“, was sehr vom Vorteil sein kann.

Lasionstoleranz: Fiir den Output eines MLPs ist es nicht so wichtig, wenn irgendwo
ein Gewicht oder Neuron fehlt, er wird insgesamt ein wenig schlechter werden.
Fehlt ein Gewicht oder Neuron beim RBF-Netz, so sind weite Teile des Outputs
so gut wie unbeeinflusst — eine Stelle des Outputs ist jedoch sehr betroffen, weil
eben direkt eine Gaufiglocke fehlt. Hier kann man also wihlen zwischen starkem
lokalem Fehler bei Lasion und schwachem, aber globalem Fehler.

Verbreitung: Hier ist das MLP _im Vorteil“, da RBF-Netze wesentlich weniger an-
gewandt werden — ein Umstand, der von professionellen Stellen nicht immer
verstanden wird (was niedrigdimensionale Eingaberdume angeht). MLPs haben
anscheinend eine wesentlich héhere Tradition und funktionieren zu gut, als dass
es notig wére, sich ein paar Seiten in dieser Arbeit iiber RBF-Netze durchzulesen

-).

Ubungsaufgaben

Aufgabe 14. Mit einem |I|-|H|-|O|-RBF-Netz mit festen Breiten und Zentren der
Neurone soll eine Zielfunktion u approximiert werden. Hierfiir sind |P| viele Trainings-



beispiele der Form (p,t) der Funktion u gegeben. Es gelte |P| > |H|. Die Bestimmung
der Gewichte soll analytisch iiber die Moore-Penrose-Pseudoinverse erfolgen. Geben
Sie das Laufzeitverhalten beziiglich |P| und |O| moglichst genau an.

Hinweis: Fiir Matrixmultiplikationen und Matrixinvertierungen existieren Verfahren,
welche effizienter sind als die kanonischen Verfahren. Fiir bessere Abschétzungen re-
cherchieren Sie nach solchen Verfahren (und deren Komplexitét). Geben Sie bei Threr
Komplexitatsberechnung die verwendeten Verfahren samt ihrer Komplexitét an.



Kapitel 7

Riickgekoppelte Netze

Gedanken (iber Netze, welche eigene interne Zustande besitzen.

Riickgekoppelte Netze im Allgemeinen bezeichnen Netze, die die Fahigkeit haben, sich
durch Riickkopplungen selbst zu beeinflussen, beispielsweise indem die Ausgabe des
Netzes in die folgenden Berechnungsschritte mit eingeht. Es gibt viele Arten riickge-
koppelter Netze von nahezu beliebiger Gestalt, fast alle iiberschneidend als riickge-
koppelte Neuronale Netze bezeichnet — demzufolge verwende ich fiir die wenigen
hier vorgestellten Paradigmen den Namen riickgekoppelte Multilayerperceptrons.
W  Dass man mit einem riickgekoppelten Netz mehr berechnen kann als mit einem
normalen MLP, ist offensichtlich: Setzt man die Riickkopplungsgewichte auf 0, redu-
ziert man das riickgekoppelte Netz ja auf ein normales MLP. Insbesondere erzeugt die
Riickkopplung verschiedene netzinterne Zusténde, so dass auch auf gleiche Eingaben
im Kontext des Netzzustands verschiedene Ausgaben ausgegeben werden kdnnen.

Riickgekoppelte Netze an sich besitzen eine grofle Dynamik, die mathematisch sehr
schwer zu erfassen und duflerst umfangreich zu betrachten ist. Das Ziel dieses Kapitels
wird es nur sein, kurz zu betrachten, wie Riickkopplungen aufgebaut sein kénnen und
netzinterne Zusténde erzeugt werden kénnen. So werde ich nur kurz zwei Paradigmen
riickgekoppelter Netze vorstellen, und anschlieBend grob deren Training umreifien.

Bei einem riickgekoppelten Netz konnen fiir eine zeitlich konstante Eingabe = verschie-
dene Dinge passieren: Zum einen kann das Netz konvergieren, sich also in einen festen
Zustand bringen und irgendwann eine feste Ausgabe y ausgeben, oder es konvergiert
eben nicht bzw. nach so langer Zeit, dass wir es nicht mehr mitbekommen, was eine
stdndige Veranderung von y zur Folge hat.

Falls es nicht konvergiert, kann man beispielsweise die Ausgabe auf Periodika oder
Attraktoren (Abb. [7.1 auf der folgenden Seite)) untersuchen — wir koénnen hier die
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Abbildung 7.1: Der Roéssler-Attraktor

komplette Vielfalt von dynamischen Systemen erwarten, weswegen ich auch speziell
auf die Literatur zu dynamischen Systemen verweisen mochte.

Durch weitergehende Betrachtungen kann man dann herausfinden, was passiert, wenn
bei riickgekoppelten Netzen der Input verdndert wird.

Vorgestellt werden sollen in diesem Kapitel die verwandten Paradigmen riickgekoppel-
ter Netze nach JORDAN und ELMAN.

7.1 Jordannetze

Ein Jordannetz ist ein Multilayerperceptron mit einer Menge K von soge-
nannten Kontextneuronen ki, ks, ...,k — pro Output-Neuron existiert ein Kon-
textneuron (illustriert in Abb.|7.2 auf der rechten Seite]). Ein Kontextneuron macht im
Grunde nichts anderes, als einen Output zwischenzuspeichern, so dass er im néchsten
Zeitschritt verwertet werden kann. Es gibt also gewichtete Verbindungen von jedem




Abbildung 7.2: Darstellung eines Jordannetzes. Die Ausgabe des Netzes wird in den Kontextneu-
ronen gepuffert und beim nachsten Zeitschritt zusammen mit der neuen Eingabe in das Netz
eingebracht.

Ausgabeneuron zu einem Kontextneuron. Die gespeicherten Werte werden durch Voll-
verkniipfungen von den Kontextneuronen zur Eingabeschicht wieder an das eigentliche
Netz zuriickgegeben.

In der urspriinglichen Definition eines Jordannetzes sind die Kontextneurone auch
noch iiber ein Verbindungsgewicht A zu sich selbst riickgekoppelt — in den meisten An-
wendungen wird diese Riickkopplung aber weggelassen, da das Jordannetz ohne diese
zusétzlichen Riickkopplungen schon sehr dynamisch und schwer analysierbar ist.

Definition 7.1 (Kontextneuron). FEin Kontextneuron k£ nimmt einen Outputwert
eines anderen Neurons 7 zu einem Zeitpunkt ¢ entgegen und gibt diesen im Zeitpunkt
(t + 1) wieder in das Netz ein.

Definition 7.2 (Jordannetz). Ein Jordannetz ist ein Multilayerperceptron, welches
pro Outputneuron ein Kontextneuron besitzt. Die Menge der Kontextneurone nennen
wir K. Die Kontextneurone sind vollverkniipft in Richtung der Eingabeschicht des
Netzes.



Abbildung 7.3: Darstellung eines EImannetzes. Der ganze informationsverarbeitende Teil des Net-
zes ist sozusagen zweimal vorhanden. Die Ausgabe eines jeden Neurons (bis auf die der Eingabeneu-
rone) wird gepuffert und in die zugeordnete Schicht wieder eingegeben. Ich habe die Kontextneurone
zur Ubersichtlichkeit anhand ihrer Vorbilder im eigentlichen Netz benannt, das muss man aber nicht
so machen.

7.2 Elmannetze

Auch die Elmannetze (eine Variation der Jordannetze) haben Kontextneu-
rone — allerdings pro informationsverarbeitender Neuronenschicht eine Schicht Kon-
textneurone (Abb. [7.3). Die Ausgaben eines jeden versteckten Neurons oder Ausga-
beneurons werden also in die zugehorige Kontextschicht geleitet (wieder pro Neuron
genau ein Kontextneuron) und von da im néchsten Zeitschritt wieder in die komplet-
te Neuronenschicht eingegeben (auf dem Riickweg also wieder eine Vollverkniipfung).
Es existiert also der gesamte informationsverarbeitende Teil'! des MLPs noch einmal
als ,, Kontextversion“ — was die Dynamik und Zustandsvielfalt noch einmal wesentlich
erhoht.

Gegeniiber Jordannetzen haben Elmannetze oft den Vorteil, etwas zielgerichteter zu
agieren, da jede Schicht auf ihren eigenen Kontext zuriickgreifen kann.

1 Wir erinnern uns: die Inputschicht ist nicht informationsverarbeitend



Definition 7.3 (Elmannetz). Ein Elmannetz ist ein MLP, welches pro informati-
onsverarbeitendem Neuron ein Kontextneuron besitzt. Die Menge der Kontextneuro-
ne nennen wir K. Pro informationsverarbeitender Neuronenschicht existiert also eine
Kontextschicht mit exakt gleichvielen Kontextneuronen. Jedes Neuron besitzt eine ge-
wichtete Verbindung zu exakt einem Kontextneuron, wahrend die Kontextschicht in
Richtung ihrer Ursprungsschicht vollverkniipft ist.

Interessant ist nun, das Training riickgekoppelter Netze zu betrachten, da z.B. das
normale Backpropagation of Error nicht auf riickgekoppelten Netzen funktionieren
kann. Dieser Teil ist wieder etwas informeller gehalten, so dass ich dort keine formalen
Definitionen verwenden werde.

7.3 Training riickgekoppelter Netze

Um das Training so anschaulich wie moglich darzustellen, miissen wir einige Vereinfa-
chungen verabreden, die das Lernprinzip an sich aber nicht beeintréachtigen.

Gehen wir fiir das Training also davon aus, dass die Kontextneurone zu Anfang mit
einer Eingabe initiiert werden, da sie sonst eine undefinierte Eingabe haben (das ist
keine Vereinfachung, sondern wird tatséchlich gemacht).

Weiterhin verwenden wir fiir unsere Trainingsgehversuche ein Jordannetz, welches keine
versteckte Neuronenschicht hat, so dass die Outputneurone direkt wieder Input liefern.
Dies ist eine starke Vereinfachung, da in der Regel kompliziertere Netze verwendet
werden. Dies verdndert soweit aber nichts am Lernprinzip.

7.3.1 Unfolding in Time

Erinnern wir uns an unser eigentliches Lernverfahren fiir MLPs, Backpropagation of
Error, das die Deltawerte riickwérts propagiert. Im Falle riickgekoppelter Netze wiirden
die Deltawerte also zyklisch immer wieder riickwéarts durch das Netz propagiert, was
das Training schwieriger macht. Zum einen kann man nicht wissen, welche der vielen
generierten Deltawerte fiir ein Gewicht nun fiir das Training gewahlt werden sollen,
also sinnvoll sind, zum anderen kénnen wir auch nicht unbedingt wissen, wann das
lernen nun beendet werden soll. Der Vorteil von riickgekoppelten Netzen ist eine grofie
Zustandsdynamik innerhalb des Netzbetriebs — der Nachteil riickgekoppelter Netze ist,
dass diese Dynamik auch dem Training zuteil wird und dieses somit erschwert.



Ein Lernansatz wére der Versuch, die zeitlichen Zustinde des Netzes aufzufalten
(Abb. [7.4 auf der rechten Seite): Man 16st die Rekursionen auf, indem man ein
gleichféormiges Netz iiber die Kontextneurone setzt, also die Kontextneurone sozusagen
die Ausgabeneurone des angefiigten Netzes bilden. Allgemeiner ausgedriickt, Verfolgt
man die Rekurrenzen zuriick und hangt so ,frithere* Instanzen von Neuronen in
das Netz ein. So erzeugt man ein Grofles, vorwartsgerichtetes Netz, verliert aber im
Gegenzug die Rekurrenzen und kann so das Netz mit Verfahren fiir nicht-rekurrente
Netze trainieren In jede ,Kopie“ der Eingabeneurone wird hierbei die Eingabe als
Teaching Input eingegeben. Dies kann man fiir eine diskrete Anzahl Zeitschritte
tun. Wir nennen dieses Trainingsparadigma Unfolding in Time [MP69|. Nach der
Auffaltung ist ein Training durch Backpropagation of Error moglich.

Offensichtlich erhédlt man fiir ein Gewicht w;; aber mehrere Anderungswerte Awj j,
mit denen man auf verschiedene Weise verfahren kann: Aufkumulieren, Durchschnitts-
berechnung, etc. Kumuliert man sie einfach auf, kénnen sich u.U. zu grofie Anderungen
pro Gewicht ergeben, falls alle Anderungen das gleiche Vorzeichen haben. Demzufolge
ist auch der Durchschnitt nicht zu verachten. Man kénnte auch einen discounting factor
einfithren, der den Einfluss weiter in der Vergangenheit liegender Aw; ; abschwécht.

Unfolding in Time ist besonders dann sinnvoll, wenn man den Eindruck hat, dass die
ndhere Vergangenheit wichtiger fiir das Netz ist als die weiter entfernte, da Backpropa-
gation in den von der Ausgabe weiter entfernten Schichten nur wenig Einfluss hat (wir
erinnern uns: Der Einfluss von Backpropagation wird immer kleiner, je weiter man von
der Ausgabeschicht weggeht).

Nachteile: Das Training des so auseinandergefalteten Netzes kann sehr lange dauern,
da man unter Umsténden eine grofle Anzahl Schichten produziert. Ein nicht mehr ver-
nachléssigbares Problem ist die begrenzte Rechengenauigkeit normaler Computer, die
bei derartig vielen geschachtelten Rechnungen sehr schnell erschopft ist (der Einfluss
von Backpropagation wird, je weiter man von den Ausgabeschichten weg kommt, im-
mer kleiner, so dass man an diese Grenze stoft). Weiterhin kann das Verfahren bei
mehreren Ebenen Kontextneurone sehr grofie zu trainierende Netze produzieren.

7.3.2 Teacher Forcing

Weitere Verfahren sind die deckungsgleichen Teacher Forcing und Open Loop Lear-
ning. Sie schneiden wihrend des Lernens die Riickkopplung auf: Wéahrend des Lernens
tun wir einfach so, als géibe es die Riickkopplung nicht, und legen den Teaching Input



Abbildung 7.4: Darstellung des Unfolding in Time bei einem kleinen beispielhaften riickgekoppel-
ten MLP. Oben: Das riickgekoppelte MLP. Unten: Das aufgefaltete Netz. Um der Ubersichtlichkeit
zu dienen, habe ich im aufgefalteten Netz nur dem untersten Teilnetz Benennungen hinzugefiigt.
Gepunktete Pfeile, welche in das Netz hineinfiithren, markieren Eingaben. Gepunktete Pfeile, welche
aus dem Netz herausfiithren, markieren Ausgaben. Jede , Netzkopie" reprasentiert einen Zeitschritt

des Netzes, unten ist der aktuellste Zeitschritt.



wahrend des Trainings an den Kontextneuronen an. Auch so wird ein Backpropagation-
Training moglich. Nachteil: Ein Teaching Input bei Kontextneuronen oder allgemein
nicht-ausgabe-Neuronen ist ja nicht verfiigbar.

7.3.3 Rekurrentes Backpropagation

Ein weiteres beliebtes Verfahren ohne beschrankten Zeithorizont ist rekurren-
tes Backpropagation, das dem Problem mit Hilfe von Losungsmethoden fiir
Differentialgleichungen zu Leibe riickt [Pin87].

7.3.4 Training mit Evolution

Gerade bei riickgekoppelten Netzen haben sich aufgrund des ohnehin langen Trainings
evolutiondre Algorithmen bewéhrt, da diese nicht nur in Bezug auf Riickkopplungen
keinen Beschrankungen unterliegen, sondern bei geeigneter Wahl der Mutationsmecha-
nismen auch weitere Vorteile haben: So kénnen zum Beispiel Neurone und Gewichte
angepasst und so die Netztopologie optimiert werden (es muss dann nach dem Lernen
natiirlich kein Jordan- oder Elmannetz herauskommen). Bei normalen MLPs hingegen
sind die Evolutionsstrategien weniger gefragt, da sie natiirlich viel mehr Zeit benétigen
als ein gerichtetes Lernverfahren wie Backpropagation.



Kapitel 8

Hopfieldnetze

In einem magnetischen Feld iibt jedes Teilchen Kraft auf jedes andere Teilchen
aus, so dass sich die Teilchen insgesamt so ausrichten, wie es am energetisch
glnstigsten fiir sie ist. Wir kopieren diesen Mechanismus der Natur, um
verrauschte Eingaben zu ihren richtigen Vorbildern zu korrigieren.

Ein weiteres Uberwacht lernendes Beispiel aus dem Zoo der Neuronalen Netze wur-
de von JOHN HOPFIELD entwickelt: die nach ihm benannten Hopfieldnetze [Hop82].
Hopfield und seine physikalisch motivierten Netze haben viel zur Renaissance der Neu-
ronalen Netze beigetragen.

8.1 Hopfieldnetze sind inspiriert durch Teilchen in einem
magnetischen Feld

Die Idee fiir die Hopfieldnetze ist aus dem Verhalten von Teilchen im Magnetismus
entstanden: Jedes Teilchen ,redet“ (durch die magnetischen Kréifte) mit jedem an-
deren (also eine Vollverkniipfung), wobei es aber jeweils versucht, einen energetisch
glinstigen Zustand (sozusagen ein Minimum der Energiefunktion) zu erreichen. Diesen
Eigenzustand kennen wir bei den Neuronen als Aktivierung. Die Teilchen bzw. Neuro-
ne drehen sich also alle und animieren sich dadurch wieder gegenseitig zur Drehung.
Unser Neuronales Netz ist also sozusagen eine Wolke von Teilchen.

Ausgehend von der Tatsache, dass die Teilchen die Minima in der Energiefunktion
selbsttatig aufspiliren, hatte Hopfield nun die Idee, den ,Drehwinkel“ der Teilchen
zu nutzen, um Informationsverarbeitung zu betreiben: Warum nicht die Teilchen auf
selbstdefinierten Funktionen Minima suchen lassen? Selbst wenn wir nur zwei dieser
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Abbildung 8.1: Darstellung eines beispielhaften Hopfieldnetzes. Die Pfeile T und | markieren die
bindren ,Drehwinkel”. Durch die vollstandige Verknipfung der Neurone kénnen keine Schichten
voneinander abgegrenzt werden, so dass ein Hopfieldnetz einfach eine Menge von Neuronen umfasst.

Drehwinkel (Spins) verwenden, also eine bindre Aktivierung, werden wir feststellen,
dass das entwickelte Hopfieldnetz erstaunliche Dynamik besitzt.

8.2 In einem Hopfieldnetz beeinflussen sich alle Neurone
symmetrisch gegenseitig

Kurz gesagt besteht ein Hopfieldnetz also aus einer Menge K von untereinander vollver-
kniipften Neuronen mit bindrer Aktivierung (wir verwenden ja nur zwei Drehwinkel),
wobei die Gewichte zwischen den einzelnen Neuronen symmetrisch sind und ein Neu-
ron keine Direktverbindung zu sich selbst aufweist (Abb. B.1). Der Zustand von |K|
vielen Neuronen mit zwei moglichen Zustdnden € {—1,1} lésst sich also durch eine
Zeichenkette z € {—1, 1}/K] beschreiben.

Die Vollverkniipfung sorgt dafiir, dass wir eine volle quadratische Matrix an Gewichten
unter den Neuronen haben. Was die Gewichte bedeuten, wollen wir gleich erforschen.
Weiter werden wir gleich durchschauen, nach welchen Regeln die Neurone sich drehen,
also ihren Zustand &ndern.

Die Vollverkniipfung sorgt weiterhin dafiir, dass wir keine Input-, Output- oder ver-
steckten Neurone kennen. Wir miissen uns also Gedanken machen, wie wir etwas in
die |K| Neurone eingeben.



Definition 8.1 (Hopfieldnetz). Ein Hopfieldnetz besteht aus einer Menge K von
vollverkniipften Neuronen ohne direkte Riickkopplungen. Die Aktivierungsfunktion der
Neurone ist die bindre Schwellenwertfunktion mit Ausgaben € {1, —1}.

Definition 8.2 (Zustand eines Hopfieldnetzes). Die Gesamtheit der Aktivierungs-
zustande aller Neurone ist der Zustand des Netzes. Der Netzzustand kann also als
Bindrstring z € {—1, 1}/l aufgefasst werden.

8.2.1 Eingabe und Ausgabe eines Hopfieldnetzes werden durch
Neuronenzustande reprasentiert

Wir haben gelernt, dass das Netz, also die Menge der |K| vielen Teilchen, von einem
Zustand aus selbsttétig ein Minimum sucht. Ein Inputmuster eines Hopfieldnetzes ist
genau so ein Zustand: Ein Bindrstring € {—1,1}/¥], welcher die Neurone initialisiert.
Das Netz sucht dann zur Eingabe das Minimum auf seiner Energieoberfliche (das wir
vorher durch Eingabe von Trainingsbeispielen selbst definiert haben).

Woher wissen wir nun, dass das Minimum gefunden ist? Auch das ist einfach: Wenn
das Netz stillsteht. Man kann beweisen, dass ein Hopfieldnetz mit symmetrischer Ge-
wichtsmatrix und Nullen in der Diagonale immer konvergiert |[CG88| , es wird also
irgendwann still stehen. Die Ausgabe ist dann ein Binérstring y € {—1, 1}/%], namlich
die Zustandszeichenkette des Netzes, das ein Minimum gefunden hat.

Betrachten wir nun die Inhalte der Gewichtsmatrix und die Regeln fiir den Zustands-
wechsel der Neurone etwas genauer.

Definition 8.3 (Eingabe und Ausgabe eines Hopfieldnetzes). Die Eingabe in ein
Hopfieldnetz ist ein Bindrstring 2 € {—1, 1}/K], welcher den Netzzustand initialisiert.
Nach erfolgter Konvergenz des Netzes ist der aus dem neuen Netzzustand erzeugte
Binérstring y € {—1,1}/% die Ausgabe.

8.2.2 Bedeutung der Gewichte

Wir haben gesagt, dass die Neurone ihre Zustdnde, also ihre Ausrichtung von —1
nach 1 oder umgekehrt d&ndern. Diese Drehungen finden abhéngig von den aktuellen
Zusténden der anderen Neurone und von den Gewichten zu diesen statt. Die Gewichte
sind also in der Lage, die Gesamtverdnderung des Netzes zu steuern. Die Gewichte
kénnen positiv, negativ oder 0 sein. Hierbei gilt umgangsprachlich fiir ein Gewicht w; ;
zwischen zwei Neuronen ¢ und j:



Ist w; ; positiv, versucht es die beiden Neurone zur Gleichheit zu zwingen, je grofier
wj j, desto stérker ist der Zwang. Wenn das Neuron ¢ den Zustand 1 hat, das
Neuron j aber den Zustand —1, vermittelt ein hohes positives Gewicht den beiden
Neuronen, dass es energetisch giinstiger ist, wenn sie gleich sind.

Ist w; ; negativ, verhilt es sich analog, nur werden hier 7 und j zur Unterschiedlichkeit
gedréngt. FEin Neuron ¢ mit Zustand —1 wiirde versuchen, ein Neuron j in den
Zustand 1 zu drangen.

Null-Gewichte sorgen dafiir, dass sich die beiden beteiligten Neurone nicht beeinflus-
sen.

Die Gesamtheit der Gewichte beschreibt also offensichtlich den Weg zum néchsten
Minimum der Energiefunktion vom aktuellen Netzzustand aus — wir wollen nun unter-
suchen, auf welche Weise die Neurone diesen Weg einschlagen.

8.2.3 Ein Neuron wechselt den Zustand anhand des Einflusses der
anderen Neurone

Die Funktionsweise des einmal trainierten und mit einem Anfangszustand initialisierten
Netzes liegt darin, die Zustdnde xj, der einzelnen Neurone k nach dem Schema

Tk(t) = fact | D wik -zt —1) (8.1)
jEK

mit jedem Zeitschritt zu &ndern, wobei die Funktion fa.¢ in aller Regel die binére
Schwellenwert-Funktion (Abb. [8.2 auf der rechten Seite]) mit Schwellenwert 0 ist. Um-
gangssprachlich: Ein Neuron %k berechnet die Summe der wj, - xj(t — 1), die angibt,
wie stark und in welche Richtung das Neuron k£ von den anderen Neuronen j gedrangt
wird. Der neue Zustand des Netzes (Zeitpunkt ¢) ergibt sich also aus dem Netzzustand
zum vorherigen Zeitpunkt ¢ — 1. Die Summe ergibt dann die Gesamtrichtung, in die
das Neuron k gedridngt wird. Je nach Vorzeichen der Summe nimmt das Neuron den
Zustand 1 oder —1 an.

Ein weiterer Unterschied der Hopfieldnetze zu anderen Netztopologien, welche wir
bereits kennengelernt haben, ist das asynchrone Update: Es wird jedes mal ein Neuron k
zufillig gewéhlt, welches dann die Aktivierung neu errechnet. Die neuen Aktivierungen
der jeweils vorher gednderten Neurone nehmen also direkt Finfluss, ein Zeitschritt
bezeichnet also die Anderung eines einzigen Neurons.

Ungeachtet der hier beschriebenen zufilligen Wahl des Neurons findet die Implementie-
rung eines Hopfieldnetzes oft einfacher statt: die Neurone werden einfach nacheinander
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Abbildung 8.2: Darstellung der bindren Schwellenwertfunktion.

durchgegangen und deren Aktivierungen neu berechnet — so lange, bis sich nichts mehr
andert.

Definition 8.4 (Zustandswechsel eines Hopfieldnetzes). Der Zustandswechsel der
Neurone findet asynchron statt, wobei das zu aktualisierende Neuron jeweils zuféillig
bestimmt wird und der neue Zustand durch die Vorschrift

$k(t) = fact Z Wy k * ‘/L'j(t - 1)

JEK

gebildet wird.

Nachdem wir jetzt wissen, wie die Gewichte die Zustandsdnderungen der Neurone be-
einflussen und das gesamte Netz in Richtung eines Minimums treiben, ist nun noch die
Frage offen, wie man den Gewichten beibringt, das Netz in Richtung eines bestimmten
Minimums zu treiben.

8.3 Die Gewichtsmatrix wird direkt anhand der
Trainingsbeispiele erzeugt

Es ist das Ziel, Minima auf der genannten Energieoberfliche zu erzeugen, in die das
Netz bei einer Eingabe konvergiert. Wie schon bei vielen anderen Netzparadigmen,
verwenden wir hier wieder eine Menge P von Mustereingaben p € {1, —1}|K | die die
Minima unserer Energieoberfliche darstellen.



Im Unterschied zu vielen anderen Netzparadigmen suchen wir hier nicht die Minima
einer uns unbekannten Fehlerfunktion, sondern definieren uns selbst Minima auf ei-
ner solchen — mit dem Zweck, dass das Netz das naheliegendste Minimum von selbst
annehmen soll, wenn man ihm eine Eingabe préasentiert. Dies ist flir uns erst einmal
ungewohnt — den Sinn und Zweck werden wir aber noch verstehen.

Das Training eines Hopfieldnetzes spielt sich grob gesagt so ab, dass man jedes Trai-
ningsmuster genau einmal mit der im Folgenden beschriebenen Vorschrift trainiert
(Single Shot Learning), wobei p; und p; die Zustdnde der Neurone ¢ und j in dem
Beispiel p € P sind:

wij =Y piDj (82)

peP

Hieraus ergibt sich dann die Gewichtsmatrix W. Umgangssprachlich: Wir initialisieren
das Netz mit einem Trainingsmuster, und gehen dann alle Gewichte w; ; durch. Fiir
jedes dieser Gewichte schauen wir: Sind die Neurone 4, j im gleichen Zustand oder sind

die Zustdnde unterschiedlich? Im ersten Fall addieren wir 1 zum Gewicht, im zweiten
Fall —1.

Dies machen wir fiir alle Trainingsmuster p € P. Zum Schluss haben also Gewichte
w; ; hohe Werte, wenn ¢ und j bei vielen Trainingsmustern iibereingestimmt haben.
Der hohe Wert sagt diesen Neuronen umgangssprachlich: , Es ist sehr oft energetisch
gunstig, wenn ihr den gleichen Zustand innehabt®. Entsprechendes gilt fiir negative
Gewichte.

Durch dieses Training kénnen wir also eine gewisse feste Anzahl Muster p in der Ge-
wichtsmatrix abspeichern. Das Netz wird dann bei einer Eingabe x zu dem abgespei-
cherten Muster konvergieren, dass der Eingabe p am néchsten liegt.

Leider ist die Zahl der maximal speicherbaren und rekonstruierbaren Muster p auf

beschrankt, was auch wiederum nur fiir orthogonale Muster gilt. Dies wurde durch
genaue (und aufwindige) mathematische Analysen gezeigt, auf die wir jetzt nicht
eingehen wollen. Gibt man mehr Muster als diese Anzahl ein, zerstért man bereits
gespeicherte Informationen.

Definition 8.5 (Lernregel fir Hopfieldnetze). Die einzelnen Elemente der Gewichts-
matrix W werden durch das einmalige Ausfithren der Lernregel

Wi,j = Zpi " Py

peEP



bestimmt, wobei die Diagonale der Matrix mit Nullen belegt ist. Hierbei kénnen nicht
mehr als |P|yax ~ 0.139 - | K| Trainingsbeispiele funktionserhaltend trainiert werden.

Wir haben nun die Funktionalitit von Hopfieldnetzen kennen gelernt, jedoch noch
nicht ihren praktischen Néhrwert.

8.4 Autoassoziation und traditionelle Anwendung

Hopfieldnetze, wie sie oben beschrieben wurden, sind sogenannte Autoassoziatoren.
Ein Autoassoziator a legt genau das oben beschriebene Verhalten an den Tag: Erstens
gibt er bei Eingabe eines bekannten Musters p genau dieses bekannte Muster wieder
aus, es gilt also

a(p) = p,
wobei a die Assoziator-Abbildung ist. Zum Zweiten, und genau hier liegt der Nahrwert
des Ganzen, funktioniert das auch mit Eingaben, die in der Ndhe von einem Muster
liegen:
a(p +¢) =p.
Der Autoassoziator ist hinterher in jedem Fall in einem stabilen Zustand, ndmlich im
Zustand p.

Nimmt man als Mustermenge P beispielsweise Buchstaben oder sonstige Schriftzei-
chen in Pixelform, so wird das Netz in der Lage sein, deformierte oder verrauschte
Buchstaben mit hoher Wahrscheinlichkeit richtig zu erkennen (Abb. 8.3 auf der folgen}

den Seitd).

Anwendung von Hopfieldnetzen sind daher prinzipiell Mustererkennung und Mus-
tervervollstandigung, so zum Beispiel Ende der 1980er Jahre die Erkennung von Post-
leitzahlen auf Briefen. Bald sind die Hopfieldnetze aber in den meisten ihrer Anwen-
dungsgebiete von anderen Systemen iiberholt worden, so in der Buchstabenerkennung
von modernen OCR-Systemen. Heute werden Hopfieldnetze so gut wie iiberhaupt nicht
mehr verwendet, sie haben sich nicht durchgesetzt.

8.5 Heteroassoziation und Analogien zur neuronalen
Datenspeicherung

Bis jetzt haben wir Hopfieldnetze kennengelernt, die fiir eine beliebige Eingabe in das
naheliegendste Minimum einer statischen Energieoberfliche konvergieren.



hat 10 x 12 = 120 binare Pixel. Jeder Pixel entspricht im Hopfieldnetz einem Neuron. Oben sind
die Trainingsbeispiele abgebildet, unten die Konvergenz einer stark verrauschten 3 zum korrespon-

Abbildung 8.3: Darstellung der Konvergenz eines beispielhaften Hopfieldnetzes. Jedes der Bilder
dierenden Trainingsbeispiel.



Eine weitere Variante wére eine dynamische Energieoberflache: Hier sieht die Energieo-
berfliche je nach aktuellem Zustand anders aus und wir erhalten keinen Autoassoziator
mehr, sondern einen Heteroassoziator. Fiir einen Heteroassoziator gilt nicht mehr

a(p+¢) =p,
sondern vielmehr
h(p+e¢) =gq,

was bedeutet, dass ein Muster auf ein anderes abgebildet wird. h ist die
Heteroassoziator-Abbildung. Man erreicht solche Heteroassoziationen durch eine
asymmetrische Gewichtsmatrix V.

Durch hintereinandergeschaltete Heteroassoziationen der Form

hip+e)=q
hig+e)=r
h(r+¢e)=s
h(z+¢)=p

wird es moglich, einen schnellen Zustandsdurchlauf
P—=q—=>T—>S—>...—> 2D

zu provozieren, wobei ein einzelnes Muster aber niemals vollstédndig angenommen wird:
Bevor ein Muster vollstiandig zustandegekommen ist, versucht die Heteroassoziation ja
bereits, dessen Nachfolger zu erzeugen. Aufilerdem wiirde unser Netz nie zum Stillstand
kommen, da es ja nach Erreichen des letzten Zustands z wieder zum ersten Zustand p
iibergeht.

8.5.1 Erzeugung der Heteroassoziationsmatrix

Wir erzeugen die Matrix V' mit Elementen v sehr &hnlich der Autoassoziationsmatrix,
wobei (pro Ubergang) p das Trainingsbeispiel vor dem Ubergang ist und q das aus p
zu erzeugende Trainingsbeispiel:

Vi = Z Piq; (8.4)

P,q€P,p#q



Die Diagonale der Matrix ist wieder mit Nullen belegt. Die Adaption der Neuronen-
zustinde erfolgt im laufenden Betrieb, wie gehabt. Mehrere Uberginge kénnen einfach
durch Aufsummierung in die Matrix eingebracht werden, wobei auch hier wieder die
genannte Begrenzung gegeben ist.

Definition 8.6 (Lernregel fiir Heteroassoziationsmatrix). Fiir zwei Trainingsbeispiele
p als Vorgidnger und ¢ als Nachfolger eines Heteroassoziationsiibergangs ergeben sich
die Gewichte der Heteroassoziationsmatrix V' durch die Lernregel

Vij = Z pidgj,

p,qE€P,p#q

wobei sich mehrere Heteroassoziationen durch einfache Aufsummierung in ein Netz
einbringen lassen.

8.5.2 Stabilisierung der Heteroassoziationen

Wir haben oben das Problem angesprochen, dass die Muster nicht vollstindig erzeugt
werden, sondern schon vor Ende der Erzeugung bereits das néchste Muster in Angriff
genommen wird.

Dieses Problem kann umgangen werden, indem das Netz nicht nur durch die Heteroas-
soziationsmatrix V beeinflusst wird, sondern zusétzlich durch die bereits bekannte
Autoassoziationsmatrix .

Zusétzlich wird die Neuronenadaptionsregel so verdndert, dass konkurrierende Terme
entstehen: Einer, der ein vorhandenes Muster autoassoziiert, und einer, der versucht,
eben dieses Muster in seinen Nachfolger umzuwandeln. Die Assoziationsregel bewirkt
hierbei, dass das Netz ein Muster stabilisiert, dort eine Weile bleibt, zum néchsten
Muster iibergeht, und so weiter.

zi(t+1) = (8.5)

fact Z w; j;(t) + Z v Tk (t — At)

jeK keK

Autoassoziation Heteroassoziation

Der Wert At bewirkt hierbei anschaulich gesprochen, dass der Einfluss der Matrix V'
verzogert eintritt, da sie sich nur auf eine um At zuriickliegende Version des Netzes
bezieht. Hierdurch ergibt sich ein Zustandswechsel, in dem die einzelnen Zusténde aber



zwischendurch fiir kurze Zeit stabil sind. Setzen wir At auf z.B. zwanzig Schritte, so be-
kommt die asymmetrische Gewichtsmatrix jegliche Verdnderung im Netz erst zwanzig
Schritte spater mit, so dass sie zunédchst mit der Autoassoziationsmatrix zusammenar-
beitet (da sie noch das Vorgédngermuster vom aktuellen wahrnimmt) und erst spéter
gegen sie.

8.5.3 Biologische Motivation der Heteroassoziation

Die Uberginge von stabilen in andere stabile Zustinde sind hierbei biologisch stark
motiviert: Es gab zumindest Anfang der 1990er Jahre Vermutungen, dass mit dem
Hopfieldmodell eine Naherung der Zustandsdynamik im Gehirn erreicht wird, welches
vieles durch Zustandsketten realisiert: Wenn ich Sie, lieber Leser, nun bitte, das Alpha-
bet aufzusagen, werden Sie das in der Regel wesentlich besser schaffen als mir (bitte
sofort versuchen) die Frage zu beantworten:

Welcher Buchstabe folgt im Alphabet auf den Buchstaben P?

Ein anderes Beispiel ist das Phanomen, dass man etwas vergisst, jedoch den Ort noch
kennt, an dem man zuletzt daran gedacht hat. Geht man nun an diesen Ort zuriick,
fallt einem das Vergessene oftmals wieder ein.

8.6 Kontinuierliche Hopfieldnetze

Bis jetzt haben wir nur Hopfieldnetze mit bindren Aktivierungen erforscht. Hopfield be-
schrieb aber auch eine Version seiner Netze mit kontinuierlichen Aktivierungen [Hop84],
die wir zumindest kurz anschauen wollen: kontinuierliche Hopfieldnetze. Hier wird
die Aktivierung nicht mehr durch die bindre Schwellenwertfunktion berechnet, son-
dern durch die Fermifunktion mit Temperaturparameter (Abb. [8.4 auf der folgenden)

Seite]).

Auch hier ist das Netz fiir symmetrische Gewichtsmatrizen mit Nullen auf der Diago-
nalen stabil.

Hopfield selbst nennt als Anwendungsbeispiel fiir kontinuierliche Hopfieldnetze, recht
gute Losungen fiir das NP-harte Travelling Salesman Problem zu finden [HT85|. Nach
einem in [Zel94] beschriebenen Feldversuch kann dieses Statement aber nicht ohne
weiteres aufrecht erhalten werden. Es gibt heute aber ohnehin schnellere Algorithmen,
um gute Losungen fiir dieses Problem zu finden, weswegen das Hopfieldnetz auch hier
keine Anwendung mehr finden kann.



Fermi—Funktion mit Temperaturparameter
0.8 /
0.6 /
0.4 /
0.2

f(x)

X

Abbildung 8.4: Die bereits bekannte Fermifunktion mit verschiedenen Variationen des
Temperaturparameters.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 15. Geben Sie den Speicherbedarf fiir ein Hopfieldnetz mit |K| = 1000
Neuronen an, wenn die Gewichte w; ; als ganze Zahlen gespeichert werden sollen. Kann
der Wertebereich der Gewichte eingegrenzt werden, um Speicher zu sparen?

Aufgabe 16. Berechnen Sie die Gewichte w; ; fiir ein Hopfieldnetz unter Verwendung
der Trainingsmenge

P :{(_17 _17 _17 _17 _1’ 1);
(_17 17 1) _17 _L _1)7
(1,-1,-1,1,—1,1)}.



Kapitel 9

Learning Vector Quantization

Learning Vector Quantization ist ein Lernverfahren mit dem Ziel, in
vordefinierte Klassen unterteilte Trainingsmengen von Vektoren durch wenige
Reprasentanten-Vektoren moglichst gut wiederzugeben. Ist dies geschafft, so

ist eine einfache Zuordnung bis dato unbekannter Vektoren in eine dieser
Klassen moglich.

Allméhlich neigt sich Teil [[T| dieser Arbeit dem Ende entgegen — und so mochte ich auch
ein Kapitel fiir den Abschluss dieses Teils schreiben, welches einen schénen Ubergang
darstellt: Ein Kapitel iiber die von TEUVO KOHONEN beschriebene Learning Vector
Quantization (Kurz: LVQ) , welche man als verwandt mit den Self Organi-
zing Feature Maps bezeichnen kann. Diese werden direkt im Amnschluss beschrieben,
namlich im néchsten Kapitel, welches sich bereits in Teil [[T]] der Arbeit befindet, da
SOMSs uniiberwacht lernen. Ich méchte also nach der Untersuchung von LVQ Abschied
vom iiberwachten Lernen nehmen.

Gleich im Voraus mochte ich ankiindigen, dass es verschiedene Variationen von LVQ
gibt, die ich zwar erwéhnen, aber nicht genau darstellen werde — es ist mehr das Ziel
dieses Kapitels, das zugrundeliegende Prinzip zu erforschen.

9.1 Uber Quantisierung

Um die Learning Vector Quantization zu erforschen, sollten wir uns zunéchst klar-
machen, was denn Quantization, zu Deutsch Quantisierung ist, die man auch mit
Diskretisierung bezeichnen kann.
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Jeder von uns kennt den diskreten Zahlenraum
N={1,2,3,...},

in dem die natiirlichen Zahlen liegen. Diskret bedeutet, dass dieser Raum aus von-
einander abgetrennten Elementen besteht, die nicht miteinander verbunden sind. In
unserem Beispiel sind diese Elemente eben diese Zahlen, denn in den natiirlichen Zah-
len gibt es ja beispielsweise keine Zahl zwischen 1 und 2. Kontinuierlich ist dagegen
beispielsweise der Raum der reellen Zahlen R: Egal, wie nah man daraus zwei Zahlen
wahlt, es wird immer eine Zahl zwischen ihnen geben.

Quantisierung bedeutet nun die Unterteilung eines kontinuierlichen Raums in diskrete
Abschnitte: Indem man der reellen Zahl 2.71828 beispielsweise alle Nachkommastellen
entfernt, konnte man diese Zahl der natiirlichen Zahl 2 zuweisen. Hierbei ist klar, dass
jede andere Zahl mit einer 2 vor dem Komma ebenfalls der natiirlichen Zahl 2 zugewie-
sen wiirde, die 2 wére also eine Art Reprdsentant fiir alle reellen Zahlen im Intervall
[2;3).

Zu beachten ist, dass wir einen Raum auch unregelméflig quantisieren konnen: So wére
der Zeitstrahl einer Woche beispielsweise in Arbeitstage und Wochenende quantisier-
bar.

Ein Spezialfall der Quantisierung ist die Digitalisierung: Im Fall der Digitalisie-
rung sprechen wir immer von einer gleichmdfigen Quantisierung eines kontinuierlichen
Raums in ein Zahlensystem zu einer bestimmten Basis. Geben wir beispielsweise Zah-
len in den Computer ein, werden diese in das Binérsystem (Basis 2) digitalisiert.

Definition 9.1 (Quantisierung). Unterteilung eines kontinuierlichen Raums in dis-
krete Abschnitte.

Definition 9.2 (Digitalisierung). GleichméBige Quantisierung.

9.2 LVQ unterteilt den Eingaberaum in separate Bereiche

Nun koénnen wir schon fast anhand des Namens beschreiben, was LVQ uns erméglichen
soll: Es soll einen Eingaberaum durch eine Menge von reprasentativen Vektoren in
Klassen unterteilen, die ihn moglichst gut wiedergeben (Abb. (9.1 auf der rechten Seite)).
Jedes Element des Eingaberaums soll also einem Vektor als Reprédsentanten, also einer
Klasse zugeordnet werden konnen, wobei die Menge dieser Représentanten den ganzen
Eingaberaum moglichst genau reprasentieren soll. Einen solchen Vektor nennt man
Codebookvektor. Ein Codebookvektor ist dann der Représentant genau derjenigen




Abbildung 9.1: Beispielquantisierungen eines zweidimensionalen Eingaberaums. Die Linien stellen
die Klassengrenzen dar, die x markieren die Codebookvektoren.

Vektoren des Eingaberaums, die am néchsten bei ihm liegen, was den Eingaberaum in
besagte diskrete Bereiche unterteilt.

Hervorzuheben ist, dass wir im Voraus wissen miissen, wieviele Klassen wir haben und
welches Trainingsbeispiel zu welcher Klasse gehort. Weiter ist wichtig, dass die Klassen
nicht disjunkt sein miissen, sie diirfen sich also iiberlappen.

Solche Unterteilungen der Daten in Klassen sind interessant bei vielen Problemstellun-
gen, bei denen es niitzlich ist, anstatt der unter Umstdnden riesigen Ursprungsmenge
von Daten nur ein paar typische Vertreter zu betrachten — sei es, weil es weniger Auf-
wand ist, oder weil es an Genauigkeit einfach gentigt.

9.3 Benutzung von Codebookvektoren: Der ndachste gewinnt

Die Benutzung eines einmal angefertigten Satzes Codebookvektoren ist sehr einfach:
Fiir einen Eingabevektor y entscheidet man die Klassenzugehorigkeit ganz einfach
daran, welcher Codebookvektor am nachsten zu ihm liegt — die Codebookvektoren bil-
den also ein Voronoidiagramm in unserer Eingabemenge. Da jeder Codebookvektor



eindeutig einer Klasse zuzuordnen ist, ist hierdurch jeder Eingabevektor einer Klasse
zugeordnet.

9.4 Ausrichtung der Codebookvektoren

Wie wir schon angedeutet haben, handelt es sich bei LVQ um ein iiberwachtes Lern-
verfahren. Wir besitzen also einen Teaching Input, der dem Lernverfahren sagt, ob ein
Eingangsmuster richtig oder falsch klassifiziert wurde: Anders ausgedriickt miissen wir
bereits im Vorhinein die Anzahl der zu repréisentierenden Klassen bzw. die Anzahl der
Codebookvektoren kennen.

Das Ziel des Lernvorganges ist also grob gesprochen, dass wir eine im Vorhinein be-
stimmte Anzahl zuféllig initialisierter Codebookvektoren durch Trainingsbeispiele dazu
bringen, die Trainingsdaten moglichst gut wiederzuspiegeln.

9.4.1 Vorgehensweise beim Lernen

Das Lernen funktioniert nach einem einfachen Schema. Man besitzt (da das Lernen
tiberwacht ist) eine Menge P von |P| vielen Trainingsbeispielen. Wie wir auflerdem
schon wissen, sind auch die Klassen vordefiniert, man besitzt also weiterhin eine Klas-
senmenge C. Jeder Klasse ist ein Codebookvektor eindeutig zugeordnet, wir kénnen
also sagen, dass die Klassenmenge |C] viele Codebookvektoren C1,Cs, ..., | ent-
halt.

Dies fithrt uns zum Aufbau der Trainingsbeispiele: Sie sind von der Form (p, ¢), enthal-
ten also zum einen den Trainings-Eingabevektor p und zum anderen dessen Klassenzu-
gehorigkeit c. Fiir die Klassenzugehorigkeit gilt hierbei

06{1727--'a|0|}a

sie ordnet also das Trainingsbeispiel eindeutig einer Klasse bzw. einem Codebookvektor
ZU.

Intuitiv kénnte man zum Lernen nun sagen: ,Wozu ein Lernverfahren? Wir rechnen
den Durchschnitt aller Klassenmitglieder aus, platzieren dort deren Codebookvektor
und gut.“ Dass unser Lernverfahren aber wesentlich mehr macht, werden wir gleich
sehen.

Wir wollen nun kurz die Schritte des grundsétzlichen LVQ-Lernverfahrens betrach-
ten:



Initialisierung: Wir platzieren unseren Satz Codebookvektoren auf zuféllige Orte im
Eingaberaum.

Trainingsbeispiel: Ein Trainingsbeispiel p aus unserer Trainingsmenge P wird gewahlt
und préasentiert.

Abstandsmessung: Wir messen den Abstand ||p — C|| aller Codebookvektoren
C1,C4, ..., C|c| zu unserer Eingabe p.

Gewinner: Der naheliegendste Codebookvektor gewinnt, also derjenige mit

i — il
gilégllp |

Lernvorgang: Der Lernvorgang findet durch die Regel

AC; = n(t) - h(p,Cs) - (p — Cy) (9.1)
Ci(t+1) = Ci(t) + AC; (9.2)

statt, die wir nun aufschliisseln wollen.

> Der erste Faktor n(t) ist, wie wir schon oft gesehen haben, eine zeitabhéngige
Lernrate, die es uns ermoglicht, zwischen grofien Lernschritten und Fine-Tuning
zu differenzieren.

> Der letzte Faktor (p — C;) ist offensichtlich die Richtung, in die wir den Code-
bookvektor verschieben.

> Kernstiick aber ist die Funktion h(p, C;): Sie trifft eine Fallunterscheidung.

Zuweisung richtig: Der Gewinnervektor ist der Codebookvektor der Klasse, der
p zugehdrig ist. In diesem Fall liefert die Funktion positive Werte, der Co-
debookvektor bewegt sich auf das p zu.

Zuweisung falsch: Der Gewinnervektor repréisentiert nicht die Klasse, der p zu-
gehorig ist. Er bewegt sich daher von p weg.

Wir sehen, dass wir die Funktion h nicht genau definiert haben. Aus gutem Grund:
Ab hier teilt sich LVQ in verschiedene Nuancen auf, abhingig davon wie exakt h
und die Lernrate bestimmt sein sollen (genannt LVQ1, LVQ2, LVQ3, OLVQ, etc).
Die Unterschiede liegen beispielsweise in der Stiarke der Codebookvektor-Bewegungen.
Sie haben aber alle das gleiche hier dargestellte Grundprinzip gemeinsam, und wie
angekiindigt mochte ich sie nicht weiter betrachten — insofern schreibe ich auch keine
formalen Definitionen zu obiger Lernregel und LVQ an sich auf.



9.5 Verbindung zu Neuronalen Netzen

Bis jetzt kann man sich trotz des Lernvorganges fragen, was denn LVQ mit Neuronalen
Netzen zu tun hat. Man kann die Codebookvektoren als Neuronen mit festem Ort im
Inputraum ansehen, dhnlich wie bei RBF-Netzen. Zudem ist es in der Natur oft so, dass
ein Neuron pro Gruppe feuern darf (ein Gewinnerneuron, hier ein Codebookvektor),
wéahrend alle anderen von ihm inhibiert werden.

Ich setze das kurze Kapitel iiber Learning Vector Quantization an diese Stelle im Script,
weil wir im folgenden Kapitel {iber Self Organizing Maps den Ansatz weiterverfolgen
wollen: Wir werden weitere Eingaben mithilfe von im Eingangsraum verteilten Neuro-
nen klassifizieren, nur, dass wir diesmal nicht wissen, welche Eingabe zu welcher Klasse
gehort.

Kommen wir nun zu den uniberwacht lernenden Netzen!

Ubungsaufgaben

Aufgabe 17. Geben Sie eine Quantisierung an, die im 5-dimensionalen Einheitswiirfel
‘H alle Vektoren H € H gleichméfig in eine von 1024 Klassen einteilt.



Teil 11l

Unuberwacht lernende
Netzparadigmen
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Kapitel 10

Self Organizing Feature Maps

Ein Paradigma uniiberwacht lernender Neuronaler Netze, welches einen
Eingaberaum durch seine feste Topologie kartographiert und so selbststandig
nach Ahnlichkeiten sucht. Funktion, Lernverfahren, Variationen und
Neuronales Gas.

Betrachtet man die Konzepte biologischer Neuronaler Netze in der Einleitung, so kann
man sich die Frage stellen, wie denn unser Gehirn die Eindriicke, die es tdglich erhalt,
speichert und abruft — hier sei hervorgehoben, dass das Gehirn keine Trainingsbeispiele,
also keine , gewlnschte Ausgabe“ hat, und wo wir schon dariiber nachdenken, merken
wir, dass auch keine Ausgabe in diesem Sinne vorhanden ist: Unser Gehirn ist nicht
wie eine Abbildung oder ein Perceptron, das Eingabewerte auf Ausgabewerte abbildet.
Unser Gehirn reagiert auf Eingaben von auflen mit Zustandsédnderungen — diese sind
sozusagen seine Ausgabe.

Basierend auf diesem Grundsatz und der Frage nachgehend, wie biologische Neuronale
Netze sich selbst organisieren kénnen, schuf TEUVO KOHONEN in den 1980er Jahren
seine Self Organizing Feature Maps ,, kurz Self Organizing Maps oder
SOMs genannt — ein Paradigma Neuronaler Netze, in dem der Zustand des Netzes
die Ausgabe ist, und das vollkommen uniiberwacht, also ohne Teacher lernt.

Im Unterschied zu anderen Netzparadigmen, welche wir bereits kennengelernt haben,
stellt man bei SOMs keine Fragen danach, was die Neurone berechnen — man fragt
nur, welches Neuron gerade aktiv ist. Dies ist biologisch sehr gut motiviert: Sind in
der Biologie Neurone mit bestimmten Muskeln verbunden, interessiert es in aller Regel
weniger, wie stark ein bestimmter Muskel kontrahiert wird, sondern welcher Muskel an-
gesteuert wird. Anders ausgedriickt: Es interessiert nicht, was genau Neurone ausgeben,
sondern welches Neuron etwas ausgibt. SOMs sind also wesentlich biologieverwandter
als z.B. die FeedForward-Netze, die wir vermehrt fiir Rechenaufgaben nutzen.
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10.1 Aufbau einer Self Organizing Map

SOMs haben — wie das Gehirn — typischerweise die Aufgabe, einen hochdimensionalen
Input (N Dimensionen) auf Bereiche in einem niedrigdimensionalen Gitter (G Dimen-
sionen) abzubilden, also sozusagen eine Karte von dem hochdimensionalen Raum zu
zeichnen. Um diese Karte zu erschaffen, erhélt die SOM einfach beliebig viele Punk-
te aus dem Inputraum. Die SOM wird wihrend der Eingabe der Punkte versuchen,
die Orte, auf denen die Punkte auftreten, so gut wie moglich mit ihren Neuronen ab-
zudecken. Dies bedeutet insbesondere, dass jedes Neuron einem bestimmten Ort im
Inputraum zuzuordnen ist.

Diese Fakten sind zunéchst etwas verwirrend, man muss sie kurz durchdenken. Es gibt
also zwei Rdume, in denen SOMs arbeiten:

> Den N-dimensionalen Eingaberaum und

> das G-dimensionale Gitter, auf dem die Neurone liegen bzw. das die Nachbar-
schaftsbeziehungen der Neurone und damit die Netztopologie angibt.

Bei einem eindimensionalen Gitter konnten die Neurone beispielweise wie an einer Per-
lenkette aufgereiht sein, jedes Neuron wiirde genau zwei Nachbarn besitzen (bis auf
die beiden End-Neurone). Ein zweidimensionales Gitter konnte eine rechtwinklige An-
ordnung von Neuronen sein (Abb. [10.1 auf der rechten Seite)). Eine weitere denkbare
Anordnung im zweidimensionalen wére in einer Art Wabenform. Auch ungleichméfige
Topologien sind moglich, wenn auch nicht sehr haufig. Topologien mit mehr Dimen-
sionen und wesentlich mehr Nachbarschaftsbeziehungen wéren auch denkbar, werden
aber aufgrund der mangelnden Visualisierungsfiahigkeit nicht oft eingesetzt.

Auch dann, wenn N = G gilt, sind die beiden Rdume nicht gleich und miissen unter-
schieden werden — sie haben in diesem Spezialfall nur die gleiche Dimension.

Wir werden die Funktionsweise einer Self Organizing Map nun zunéchst kurz formal
betrachten und dann an einigen Beispielen klarmachen.

Definition 10.1 (SOM-Neuron). Ahnlich den Neuronen in einem RBF-Netz besitzt
ein SOM-Neuron k eine feste Position ¢ (ein Zentrum) im Eingaberaum.

Definition 10.2 (Self Organizing Map). Eine Self Organizing Map ist eine Menge K
von SOM-Neuronen. Bei Eingabe eines Eingabevektors wird genau dasjenige Neuron
k € K aktiv, welches dem Eingabemuster im Eingaberaum am néchsten liegt. Die
Dimension des Eingaberaumes nennen wir N.
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Abbildung 10.1: Beispieltopologien einer Self Organizing Map — Oben eine eindimensionale Topo-
logie, unten eine zweidimensionale.

Definition 10.3 (Topologie). Die Neurone sind untereinander durch Nachbarschafts-
beziehungen verbunden. Diese Nachbarschaftsbeziehungen nennen wir Topologie. Die
Topologie nimmt starken Einfluss auf das Training einer SOM. Sie wird durch die
Topologiefunktion h(i, k,t) definiert, wobei i das Gewinnerneuron! ist, k das gerade
zu adaptierende Neuron (hierzu kommen wir spater noch) und ¢ der Zeitschritt. Wir
bezeichnen die Dimension der Topologie mit G.

10.2 SOMs aktivieren immer das Neuron, was der Eingabe
am nachsten liegt

Wie viele andere Neuronale Netze, muss die SOM erst trainiert werden, bevor man sie
benutzt. Betrachten wir aber vor dem Training noch die sehr einfache Funktionsweise
einer fertigen Self Organizing Map, da sie einige Analogien zum Training besitzt. Die
Funktionsweise setzt sich aus folgenden Schritten zusammen:

Eingabe cines beliebigen Wertes p aus dem Eingangsraum RY.

1 Wir werden noch erfahren, was ein Gewinnerneuron ist.



Abstandsberechnung von jedem Neuron k zu p durch eine Norm — also Berechnung
von ||p — cl|.

Ein Neuron wird aktiv, ndmlich genau das Neuron ¢ mit dem kiirzesten oben berech-
neten Abstand zur Eingabe — alle anderen Neurone sind nicht aktiv. Dieses Para-
digma der Aktivitat heifit auch Winner-Takes-All-Schema. Die Ausgabe, welche
wir zu einer Eingabe von einer SOM erwarten, ist, welches Neuron aktiv wird.

Viele Literaturstellen beschreiben die SOM wesentlich formaler: Es wird oft eine Ein-
gabeschicht beschrieben, die in Richtung einer SOM-Schicht vollverkniipft ist. Die Ein-
gabeschicht (N Neurone) leitet dann alle Eingaben an die SOM-Schicht weiter. Die
SOM-Schicht ist in sich lateral vollverkniipft, so dass sich ein Gewinnerneuron heraus-
bilden und die anderen Neurone inhibieren kann. Ich finde diese Art, eine SOM zu
beschreiben, nicht sehr anschaulich und habe versucht, den Netzaufbau hier anschauli-
cher zu beschreiben.

Nun ist die Frage, welches Neuron bei welcher Eingabe aktiv wird — und genau dies ist
die Frage, die uns das Netz wiahrend des Trainings von alleine beantwortet.

10.3 Training bringt die SOM-Topologie dazu, den
Eingaberaum abzudecken

Das Training einer SOM ist &hnlich iiberschaubar wie die eben beschriebene Funkti-
onsweise. Es gliedert sich im Wesentlichen in fiinf Schritte, die teilweise deckungsgleich
mit denen der Funktionsweise sind.

Initialisierung: Start des Netzes mit zufilligen Neuronenzentren c¢; € RY aus dem
Eingangsraum.

Anlegen eines Eingangsmusters: Es wird ein Stimulus, also ein Punkt p aus dem
Eingangsraum RY gewihlt. Dieser Stimulus wird nun in das Netz eingegeben.

Abstandsmessung: Fiir jedes Neuron k£ im Netz wird nun der Abstand ||p — ck|| be-
stimmt.

Winner takes all: Es wird das Gewinnerneuron i ermittelt, welches den kleinsten
Abstand zu p besitzt, das also der Bedingung

lp—cll <llp—cll VEk#i

geniigt. Wie aus der Bedingung ersichtlich, kann man bei mehreren Gewinner-
neuronen eines nach Belieben wéhlen.



Adaption der Zentren: Die Zentren der Neurone werden innerhalb des Eingangsrau-
mes nach der Vorschrift?

Ac = n(t) - h(i, k, 1) - (p = cx),

versetzt, wobei die Werte Acy, einfach auf die bisherigen Zentren addiert werden.
Aus dem letzten Faktor wird bereits offensichtlich, dass die Ortsinderung der
Neurone k proportional zu der Entfernung zum eingegebenen Muster p und wie
gewohnt zu einer zeitabhingigen Lernrate 7(t) ist. Die oben besprochene Topo-
logie des Netzes nimmt ihren Einfluss durch die Funktion h(i, k,t), die wir im
Folgenden erforschen werden.

Definition 10.4 (SOM-Lernregel). Eine SOM wird trainiert, indem ihr ein Eingabe-
muster priasentiert und das Gewinnerneuron dazu ermittelt wird. Das Gewinnerneuron
und seine durch die Topologiefunktion definierten Nachbarneuronen adaptieren dann
ihre Zentren nach der Vorschrift

Ack = 77(75) ' h(l, kat) : (p - Ck)a (10.1)
cp(t+1) = cp(t) + Ack(t). (10.2)

10.3.1 Die Topologiefunktion bestimmt, wie stark ein lernendes Neuron
seine Nachbarn beeinflusst

Die Topologiefunktion h ist nicht auf dem Eingangsraum, sondern auf dem Gitter
definiert und stellt die Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den Neuronen dar — also
die Topologie des Netzes. Sie kann zeitabhéangig sein (und ist es auch oft) — dies erklart
den Parameter ¢. Der Parameter k ist der durch alle Neurone laufende Index, und der
Parameter ¢ ist der Index des Gewinnerneurons.

Prinzipiell ist der Sinn der Funktion, einen groffen Wert anzunehmen, falls & Nachbar
des Gewinners oder gar der Gewinner selbst ist, und kleine Werte, falls nicht. Schérfer
definiert: Die Topologiefunktion muss unimodal sein, also genau ein Maximum besitzen
— dieses Maximum muss beim Gewinnerneuron ¢ liegen, das zu sich selbst natiirlich die
Entfernung 0 hat.

Zusétzlich macht es uns die Zeitabhéngigkeit beispielsweise moglich, die Nachbarschaft
mit der Zeit schrumpfen zu lassen.

2 Achtung: Viele Quellen schreiben diese Vorschrift nh(p — ci), was dem Leser félschlicherweise sugge-
riert, dass es sich bei h um eine Konstante handelt. Dieses Problem ist einfach |ésbar, indem man die
Multiplikationspunkte - nicht weglasst.



Abbildung 10.2: Beispiel-Abstande einer eindimensionalen SOM-Topologie (oben) und einer zwei-
dimensionalen SOM-Topologie (unten) zwischen zwei Neuronen ¢ und k. Im unteren Fall bilden wir
den Euklidischen Abstand (im zweidimensionalen dquivalent zum Satz des Pythagoras). Im oberen
Fall wird einfach die diskrete Weglange zwischen i und k abgezahlt. In beiden Féllen habe ich der
Einfachheit halber eine feste Gitterkantenlange von 1 gefordert.

Um grofie Werte fiir Nachbarn von ¢ und kleine Werte fiir Nicht-Nachbarn ausgeben zu
koénnen, braucht die Funktion h eine Art Abstandsbegriff auf dem Gitter, irgendwoher
muss sie also wissen, wie weit ¢ und k auf dem Gitter voneinander entfernt sind. Es
gibt verschiedene Methoden zur Berechnung des Abstandes.

Hierfiir konnte bei einem zweidimensionalen Gitter z.B. der euklidische Abstand (un-
terer Teil der Abb. verwendet werden oder bei einem eindimensionalen Gitter
einfach die Anzahl der Verbindungen zwischen den Neuronen i und k (oberer Teil
derselben Abbildung).

Definition 10.5 (Topologiefunktion). Die Topologiefunkton h(i, k,t) beschreibt die
Nachbarschaftsbeziehungen in der Topologie. Sie kann eine beliebige unimodale Funk-
tion sein, die maximal wird, wenn ¢ = k gilt. Eine Zeitabhéngigkeit ist optional, wird
aber oft verwendet.



10.3.1.1 Vorstellung gangiger Abstands- und Topologiefunktionen

Eine gangige Abstandsfunktion wére beispielsweise die uns schon bekannte GaujfSglo-
cke (siehe auch Abb. [10.3 auf der folgenden Seite)). Sie ist unimodal mit einem Ma-
ximum bei 0, zusétzlich kann sie durch ihren Parameter ¢ in ihrer Breite verdndert
werden, was wir fiir die Realisierung der mit der Zeit schrumpfenden Nachbarschaft
nutzen kénnen: Wir beziehen die Zeitabhéangigkeit einfach auf das o, erhalten also ein
monoton sinkendes o (t). Unsere Topologiefunktion kénnte dann wie folgt aussehen:

(J\gi—gmﬁ)
h(i k,t) =e\ 200 ) (10.3)

wobei hier g; und g die Positionen der Neurone auf dem Gitter sind, nicht im Einga-
beraum, welche wir mit ¢; und ¢ bezeichnen wiirden.

Weitere Funktionen, die anstatt der GaufBfunktion eingesetzt werden koénnen, sind
zum Beispiel die Kegelfunktion, die Zylinderfunktion oder die Mexican-Hat-
Funktion (Abb.[10.3 auf der folgenden Seite)). Die Mexican-Hat-Funktion bietet hier-
bei eine besondere biologische Motivation: Sie st6f8t durch ihre negativen Stellen man-
che Neurone in der Umgebung des Gewinnerneurons ab, was man auch in der Natur
schon beobachtet hat. Dies kann fir schirfere Abgrenzung der Kartenbereiche sorgen
— genau aus diesem Grund wurde sie auch von Teuvo Kohonen selbst vorgeschlagen.
Diese Regulierungseigenschaft ist aber fiir die Funktion der Karte an sich nicht not-
wendig, es kann sogar passieren, dass dadurch die Karte divergiert, also gewissermaflen
explodiert.

10.3.2 Lernraten und Nachbarschaften konnen iiber die Zeit monoton
sinken

Damit in den spéteren Phasen des Trainings nicht mehr die ganze Karte sehr stark in
Richtung eines neuen Musters gezogen wird, wird bei den SOMs oft mit zeitlich mono-
ton sinkenden Lernraten und Nachbarschaftsgrofien gearbeitet. Sprechen wir zunéchst
iiber die Lernrate: Typische Groflenordnungen fiir den Zielwert der Lernrate sind zwei
Groflenordnungen kleiner als der Startwert, beispielsweise konnte gelten

0.01 < 7 < 0.6.

Diese Grofle ist aber auch wieder abhéngig zu machen von der Netztopologie bzw. der
Grofle der Nachbarschaft.
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Abbildung 10.3: GauBglocke, Kegelfunktion, Zylinderfunktion und die von Kohonen vorgeschlage-
ne Mexican-Hat-Funktion als Beispiele fiir Topologiefunktionen einer SOM.



Eine sinkende Nachbarschaftsgrofie kann, wie wir gesehen haben, beispielsweise mit
einem zeitabhingig monoton sinkenden ¢ bei Benutzung der Gaufiglocke in der Topo-
logiefunktion realisiert werden.

Der Vorteil bei einer sinkenden Nachbarschaftsgrofie ist, dass ein sich bewegendes
Neuron zu Anfang viele Neurone in seiner Umgebung , mitzieht“, sich das zufillig
initialisierte Netz also am Anfang schnell und sauber entfalten kann. Zum Ende des
Lernvorganges hin werden nur noch wenige Neurone auf einmal beeinflusst, was das
Netz im Gesamten steifer macht, aber ein gutes ,fine tuning“ der einzelnen Neurone
ermoglicht.

Zu beachten ist weiterhin, dass stets
h-n<1

gelten muss, sonst wiirden Neurone andauernd am aktuellen Trainingsbeispiel vorbei-
schieflen.

Doch nun genug der Theorie — betrachten wir eine SOM im Einsatz!

10.4 Beispiele fiir die Funktionsweise von SOMs

Beginnen wir mit einem einfachen, im Kopf nachvollziehbaren Beispiel.

In diesem Beispiel verwenden wir einen zweidimensionalen Eingangsraum, es gilt also
N = 2. Die Gitterstruktur sei eindimensional (G = 1). Weiterhin soll unsere Beispiel-
SOM aus insgesamt 7 Neuronen bestehen und die Lernrate sei n = 0.5.

Auch unsere Nachbarschaftsfunktion halten wir recht einfach, um das Netz im Kopf
nachvollziehen zu koénnen:

1 k& direkter Nachbar von 1,
h(i,k,t) =<1 k=1, (10.4)

0 sonst.

Wir betrachten jetzt das soeben beschriebene Netz mit zufilliger Initialisierung der
Zentren (Abb. [10.4 auf der folgenden Seite)) und geben ein Trainingsmuster p ein.
Offensichtlich liegt das Eingangsmuster in unserem Beispiel dem Neuron 3 am néchsten
— dieses ist also der Gewinner.
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Abbildung 10.4: Darstellung des zweidimensionalen Eingaberaumes (links) und des eindimensiona-
len Topologieraumes (rechts) einer Self Organizing Map. Neuron 3 ist das Gewinnerneuron, da es p
am nachsten liegt. Die Nachbarn von 3 in der Topologie sind die Neurone 2 und 4. Die Pfeile mar-
kieren die Bewegung des Gewinnerneurons und seiner Nachbarn in Richtung des Trainingsbeispiels

p.

Die eindimensionale Topologie des Netzes ist hier zur Veranschaulichung durch die gepunkteten
Linien in den Eingangsraum aufgetragen. Die Pfeile markieren die Bewegung des Gewinners und
seiner Nachbarn auf das Muster zu.



Wir erinnern uns an die Lernvorschrift fiir SOMs
und arbeiten die drei Faktoren von hinten nach vorne ab:

Lernrichtung: Wir erinnern uns, dass die Neuronenzentren c; Vektoren im Eingangs-
raum sind, genau wie das Muster p. Der Faktor (p — ¢x) gibt uns also den Vektor
vom Neuron k£ zum Muster p an. Dieser wird nun mit verschiedenen Skalaren
multipliziert:

Unsere Topologiefunktion h besagt, dass nur das Gewinnerneuron und seine beiden
ndchsten Nachbarn (hier: 2 und 4) lernen diirfen, indem sie bei allen anderen
Neuronen 0 ausgibt. Eine Zeitabhéngigkeit ist nicht gegeben. Unser Vektor (p —
cx) wird also entweder mit 1 oder mit 0 multipliziert.

Die Lernrate gibt, wie immer, die Stiarke des Lernens an. Es gilt wie schon gesagt n =
0.5 — wir kommen also insgesamt auf das Ergebnis, dass sich das Gewinnerneuron
und seine Nachbarn (hier: Die Neurone 2, 3 und 4) dem Muster p um die Hélfte
des Weges nahern (dies markieren die Pfeile in der Abbildung).

Obwohl das Zentrum von Neuron 7 vom Eingangsraum aus gesehen wesentlich ndher
am Eingangsmuster p liegt als das Neuron 2, lernt das Neuron 2, und das Neuron 7 nicht.
Ich mochte daran noch einmal deutlich machen, dass die Netztopologie bestimmt,
welches Neuron mitlernen darf, und nicht die Lage im Eingangsraum. Dies ist genau der
Mechanismus, durch den eine Topologie einen Eingangsraum aussagekréftig abdecken
kann, ohne mit ihm auf irgendeine Weise verwandt sein zu miissen.

Nach der Adaption der Neurone 2, 3 und 4 wird das nédchste Muster angelegt, und so
weiter, und so fort. Ein weiteres Beispiel, wie sich eine solche eindimensionale SOM
im zweidimensionalen Inputraum bei gleichverteilten Inputmustern iiber die Zeit ent-
wickeln kann, sehen wir an der Abbildung [10.5 auf Seite 193]

Endzustinde von ein- und zweidimensionalen SOMs bei verschieden geformten Input-
rdumen sehen wir in der Abbildung [10.6 auf Seite 194] Wie wir sehen, sind nicht alle
Inputrdume durch jede Netztopologie schén abdeckbar, es gibt sogenannte freiliegende
Neurone — Neurone, welche in einem Bereich liegen, in dem kein Inputmuster je aufge-
treten ist. Eine eindimensionale Topologie produziert in der Regel weniger freiliegende
Neurone als eine zweidimensionale: Beispielsweise beim Training auf ringférmig ange-
ordnete Eingabemuster ist es bei einer zweidimensionalen quadratischen Topologie so
gut wie unmoglich, die freiliegenden Neurone in der Mitte des Rings zu verhindern — die-
se werden ja wihrend des Trainings in jede Richtung gezogen, so dass sie schlussendlich
einfach in der Mitte bleiben. Das macht die eindimensionale Topologie aber keineswegs




zur Optimaltopologie, da sie nur weniger komplexe Nachbarschaftsbeziehungen finden
kann als eine mehrdimensionale.

10.4.1 Topologische Defekte sind Fehlentfaltungen der SOM

Es kann wahrend des Entfaltens einer SOM vorkommen, dass diese einen Topolo-
gischen Defekt (Abb. [10.7 auf Seite 195)) bildet, sich also nicht richtig entfaltet.
Ein Topologischer Defekt kann am besten mit dem Wort ,Verknotung® beschrieben
werden.

Ein Mittel gegen Topologische Defekte kann sein, die Startwerte fiir die Nachbarschafts-
groBe zu erhohen, denn je komplexer die Topologie ist (bzw. je mehr Nachbarn jedes
Neuron besitzt, man kénnte ja auch dreidimensionale oder wabenférmige zweidimen-
sionale Topologien erzeugen) desto schwerer ist es fiir eine zuféllig initialisierte Karte,
sich zu entfalten.

10.5 Man kann die Auflésung einer SOM ortsabhdngig
dosieren

Wir haben gesehen, dass eine SOM trainiert wird, indem hintereinander immer wieder
Eingabemuster aus dem Eingangsraum RY eingegeben werden, so dass sich die SOM
an diesen Mustern ausrichten und diese kartographieren wird. Es kann nun vorkommen,
dass wir eine bestimmte Untermenge U des Eingaberaums genauer kartographiert ha-
ben mochten als den Rest.

Die Losung dieses Problems kann mit SOMs denkbar einfach realisiert werden: Wir pré-
sentieren der SOM wihrend des Trainings ganz einfach iiberproportional viele Einga-
bemuster aus diesem Bereich U. Werden der SOM mehr Trainingsmuster aus U ¢ RY
prisentiert als aus dem Rest RY \ U, so werden sich dort auch mehr Neurone zusam-
menfinden, wiihrend sich die restlichen Neurone auf R \ U diinner verteilen (Abb.

auf Seite 1906]).

Wie in der Abbildung ersichtlich, kann so der Rand der SOM etwas deformiert werden
— dies ist ausgleichbar, indem man dem Rand des Inputraumes ebenfalls eine etwas
hohere Wahrscheinlichkeit zuweist, von Trainingsmustern getroffen zu werden (eine
Taktik, die man sowieso oft anwendet, um mit den SOMs besser ,in die Ecken zu
kommen*).
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Abbildung 10.6: Endzustande von eindimensionalen (linke Spalte) und zweidimensionalen (rech-
te Spalte) SOMs auf verschieden abgedeckten Inputrdumens. Genutzt wurden bei eindimensiona-

ler Topologie 200 Neurone, bei zweidimensionaler 10 x 10 Neurone und bei allen Karten 80.000
Eingabemuster.



Abbildung 10.7: Ein Topologischer Defekt in einer zweidimensionalen SOM.

Auch wird oft bei den Rand- bzw. Eckneuronen eine hohere Lernrate angewandt, da sie
durch die Topologie nur nach innen gezogen werden - auch dies sorgt fiir eine signifikant
bessere Eckabdeckung.

10.6 Anwendung von SOMs

Self Organizing Maps und ihre Variationen haben eine Vielzahl von Anwendungsgebie-
ten in Bezug auf die biologisch inspirierte assoziative Speicherung von Daten.

Beispielsweise ist es gelungen, auf einer SOM mit einer zweidimensionalen diskreten
Gittertopologie die verschiedenen Phoneme der Finnischen Sprache abzubilden und so
Nachbarschaften zu finden (eine SOM macht ja nichts anderes, als Nachbarschaftsbezie-
hungen zu finden). Man versucht also wieder, einen hochdimensionalen Raum auf einen
niederdimensionalen Raum (die Topologie) herabzubrechen, schaut, ob sich irgendwel-
che Strukturen herausbilden — und siehe da: Es bilden sich klar definierte Bereiche fiir
die einzelnen Phoneme heraus.
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Abbildung 10.8: Training einer SOM mit G = 2 auf einen zweidimensionalen Inputraum. Links
war die Wahrscheinlichkeit fiir jede Koordinate des Inputraumes, zum Trainingsmuster zu werden,
gleich. Rechts war sie fiir den zentralen Kreis im Inputraum mehr als zehnmal so groB wie fiir
den Rest des Inputraumes (sichtbar an der gréBeren Musterdichte im Hintergrund). Offensichtlich
drangen sich die Neurone in diesem Kreis viel starker und der restliche Bereich ist etwas undichter
abgedeckt, aber immer noch jeweils einigermaBen gleichmaBig. Beide SOMs wurden mit 80.000
Trainingsbeispielen und abfallendem 7 (1 — 0.2) sowie abfallendem o (5 — 0.5) trainiert.




TEUVO KOHONEN selbst hat sich die Miithe gemacht, eine Vielzahl von Papern, wel-
che seine SOMs erwihnen, nach Schliisselwortern zu durchsuchen. In diesem grofien
Eingangsraum besetzen jetzt die einzelnen Paper einzelne Positionen, je nach Schliis-
selwortvorkommen. Kohonen hat dann eine SOM mit G = 2 kreiert und damit den von
ihm erstellten hochdimensionalen ,,Paper-Raum* durch sie kartographieren lassen.

Man kann also ein Paper, an dem man Gefallen findet, in die fertig trainierte SOM
eingeben und schauen, welches Neuron in der SOM davon aktiviert wird. Wahrschein-
lich wird man feststellen, dass man an den in der Topologie benachbarten Papern auch
Gefallen findet. Diese Art von Gehirn-ahnlicher kontextbasierter Suche funktioniert
noch bei vielen anderen Inputrdumen.

Festzuhalten ist, dass das System selbst festlegt, was innerhalb der Topologie benach-
bart, also dhnlich ist — genau das macht es so interessant.

An diesem Beispiel ist direkt ersichtlich, dass die Lage ¢ der Neurone im Inputraum
nicht aussagekraftig ist. Interessant ist es vielmehr, nun zu schauen, welches Neuron bei
Eingabe eines bis jetzt unbekannten Inputmusters aktiv wird. Man kann als néchstes
schauen, bei welchen bisherigen Eingaben genau dieses Neuron ebenfalls aktiv war —
und hat sofort eine Gruppe von einander sehr dhnlichen Eingaben entdeckt. Je weiter
nun Eingaben innerhalb der Topologie auseinander liegen, um so weniger Gemeinsam-
keiten haben sie. Die Topologie bildet also quasi eine Karte der Merkmale der Eingaben
— reduziert auf anschaulich wenige Dimensionen im Vergleich zur Inputdimension.

Oftmals ist die Topologie einer SOM daher zweidimensional, da sie sich so sehr gut
visualisieren ldsst, wahrend der Eingaberaum sehr hochdimensional sein kann.

10.6.1 Mit SOMSs kann man Zentren fur RBF-Neurone finden

SOMs richten sich genau auf die Orte der ausgehenden Eingaben aus — demzufolge
werden sie z.B. gerne genutzt, um die Zentren eines RBF-Netzes zu wahlen. Das Para-
digma der RBF-Netze haben wir bereits in Kapitel [6] kennengelernt.

Wie wir bereits gesehen haben, kann man sogar steuern, welche Bereiche des Input-
raums mit hoherer Auflésung abgedeckt werden sollen — oder im Zusammenhang mit
RBF-Netzen gesprochen, welche Bereiche unserer Funktion das RBF-Netz mit mehr
Neuronen, also genauer bearbeiten soll. Als zusétzliches niitzliches Merkmal der Kom-
bination aus RBF-Netz und SOM kann man die durch die SOM erhaltene Topologie
nutzen, um beim schlussendlichen Training eines Neurons des RBF-Netzes ,,benachbar-
te“ RBF-Neurone auf verschiedene Weisen mit zu beeinflussen.



Abbildung 10.9: Eine Figur, die verschiedene Unterrdume des eigentlichen Eingaberaums zu ver-
schiedenen Orten ausfillt und daher durch eine SOM nur schwer ausgefiillt werden kann.

Viele Simulatoren Neuronaler Netze bieten hierfiir eine zusétzliche sogenannte SOM-
Schicht im Zusammenhang mit der Simulation von RBF-Netzen an.

10.7 Variationen von SOMs

Fir verschiedene Variationen der Représentationsaufgaben gibt es auch verschiedene
Variationen der SOMs:

10.7.1 Ein Neuronales Gas ist eine SOM ohne feste Topologie

Das Neuronale Gas ist eine Variation der Self Organizing Maps von THOMAS MAR-
TINETZ , die aus der Schwierigkeit heraus entstanden ist, komplizierte Input-
formationen abzubilden, welche sich teilweise nur in Unterrdumen des Inputraums
abspielen oder die Unterrdume sogar wechseln (Abb. .

Die Idee von einem Neuronalen Gas besteht grob gesprochen darin, ein SOM ohne
Gitterstruktur zu realisieren. Die Lernschritte sehen aufgrund der Abstammung von
den SOMs den SOM-Lernschritten auch sehr dhnlich, haben aber einen zusétzlichen
Zwischenschritt:



Wieder zuféllige Initialisierung der ¢ € R®
Wahl und Présentation eines Musters aus dem Eingangsraum p € R”
Neuronenabstandsmessung

Ermittlung des Gewinnerneurons

v Vv Vv VvV V

Zwischenschritt: Bilden einer nach der Entfernung zum Gewinnerneuron aufstei-
gend sortierten Liste L von Neuronen. Erstes Neuron in der Liste L ist also das
Neuron, was dem Gewinnerneuron am ndchsten liegt.

> Andern der Zentren durch die bekannte Vorschrift, aber der leicht modifizierten
Topologiefunktion
hr (i, k,t).

Die gegeniiber der urspriinglichen Funktion h(7, k,t) modifizierte Funktion hr (i, k,t)
sieht nun jeweils die ersten Elemente der Liste als Nachbarschaft des Gewinnerneurons
7 an. Dies hat direkt zur Folge, dass sich — dhnlich der frei schwebenden Molekiile in
einem Gas — die Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den Neuronen jederzeit &ndern
konnen, auch die Anzahl der Nachbarn ist nahezu beliebig. Die Entfernung innerhalb
der Nachbarschaft wird nun durch die Entfernung innerhalb des Eingaberaums repra-
sentiert.

Die Masse der Neurone kann durch eine stetig sinkende Nachbarschaftsgrofie genauso
versteift werden, wie eine SOM — sie hat aber keine feste Dimension, sondern kann
jeweils die Dimension annehmen, die lokal gerade gebraucht wird, was sehr vorteilhaft
sein kann.

Von Nachteil kann sein, dass nicht durch ein festes Gitter erzwungen wird, dass der
Inputraum relativ gleichméflig abgedeckt wird, und so Locher in der Abdeckung ent-
stehen oder Neurone vereinsamen koénnen.

Es bleibt wie immer in der Pflicht des Anwenders, diese Arbeit bei allen Praxistipps
nicht als Katalog fiir Patentlosungen zu verstehen, sondern selbst die Vor- und Nach-
teile zu erforschen.

Anders als bei einer SOM muss sich die Nachbarschaft in einem Neuronalen Gas an-
fangs auf die Gesamtheit aller Neurone beziehen, weil sonst einige Ausreifler der zu-
falligen Initialisierung vielleicht nie in die Néhe der restlichen Gruppe kommen. Dies
zu vergessen, ist ein sehr beliebter Fehler bei der Implementierung eines Neuronalen
Gases.

Mit einem Neuronalen Gas kann man auch eine sehr komplexe Inputform lernen,
da wir nicht an ein festdimensionales Gitter gebunden sind. Rechenaufwéndig werden



kann aber das dauernde Sortieren der Liste (hier kann es viel bringen, die Liste gleich
in einer von sich aus geordneten Datenstruktur abzulegen). Ein Beispiel fiir solche
Inputformen findet sich in Abb. [10.9 auf Seite 198|

Definition 10.6 (Neuronales Gas). Ein Neuronales Gas unterscheidet sich von einer
SOM durch eine vollstdndig dynamische Nachbarschaftsfunktion. In jedem Lernzyklus
wird neu entschieden, welche Neurone die Nachbarneurone des Gewinnerneurons sind.
In der Regel ist das Kriterium fiir diese Entscheidung die Entfernung der Neurone zum
Gewinnerneuron im Inputraum.

10.7.2 Eine Multi-SOM besteht aus mehreren separaten SOMs

Um eine weitere Variante der SOMs zu préasentieren, mochte ich eine erweiterte Pro-
blemstellung formulieren: Was machen wir bei Eingabemustern, von denen wir vorher
wissen, dass sie sich in verschiedene (vielleicht disjunkte) Bereiche abgrenzen?

Die Idee hierzu ist, nicht nur eine SOM zu nehmen, sondern gleich mehrere: Eine
Multi Self Organizing Map, kurz M-SOM |GKEO01b, GKEO01al,GS06]. Die SOMs
miissen nicht die gleiche Topologie oder Gréfle haben, eine M-SOM ist nur ein Zusam-
menschluss aus M vielen SOMs.

Der Lernvorgang funktioniert analog zu den einfachen SOMs — allerdings werden nur
die Neurone, die zum Gewinner-SOM eines jeden Trainingsschritts gehoren, adaptiert.
Mit zwei SOMs ist es also einfach, zwei disjunkte Cluster Daten zu repréasentieren,
selbst wenn einer davon nicht in allen Dimensionen des Eingangsraumes RY vertreten
ist. Die einzelnen SOMs spiegeln sogar genau die Cluster wieder.

Definition 10.7 (Multi-SOM). Eine Multi-SOM ist nichts weiter als eine gleichzeitige
Verwendung von M vielen SOMs.

10.7.3 Ein Multi-Neuronales Gas besteht aus mehreren separaten
neuronalen Gasen

Analog zum Multi-SOM haben wir hier wieder eine Menge von M vielen Neuronalen
Gasen: ein Multi-Neuronales Gas [GS06, SG06|. Dieses Konstrukt verhélt sich
analog zu Neuronalem Gas und M-SOM: Es werden wieder nur die Neurone adaptiert,
die im Gewinner-Gas sind.

Der Leser wird sich natiirlich fragen, was denn ein Multi-Neuronales Gas fiir Vortei-
le bringt, da bereits ein einzelnes Neuronales Gas in der Lage ist, sich in Cluster zu



zerteilen und auch auf komplizierten Inputmustern mit wechselnder Dimension zu ar-
beiten. Das ist zwar grundsétzlich richtig, doch es gibt zwei gravierende Vorteile eines
Multi-Neuronalen Gases gegeniiber einem einfachen Neuronalen Gas.

1. Bei mehreren Gasen kann man jedem Neuron direkt ansehen, zu welchem Gas
es gehort. Das ist insbesondere bei Clustering-Aufgaben wichtig, fiir die Multi-
Neuronale Gase in jlingster Zeit genutzt werden. Einfache Neuronale Gase konnen
zwar auch Cluster finden und abdecken, man sieht aber nicht, welches Neuron
jetzt zu welchem Cluster gehort.

2. Es spart enorm Rechenzeit, groffe Ursprungs-Gase in mehrere kleinere aufzuteilen,
da (wie schon angesprochen) das Sortieren der Liste L sehr viel Rechenzeit in An-
spruch nehmen kann, das Sortieren von mehreren kleineren Listen Ly, Lo, ..., Ly
aber weniger aufwindig ist — selbst dann, wenn diese Listen insgesamt genauso-
viele Neurone enthalten.

Man erhélt zwar nur lokale Sortierungen und keine globale, diese reichen aber in den
meisten Fillen aus.

Wir kénnen nun zwischen zwei Extremféllen des Multi-Neuronalen Gases wihlen: Der
eine Extremfall ist das normale Neuronale Gas M = 1, wir verwenden also nur ein
einziges Neuronales Gas. Interessanterweise verhélt sich der andere Extremfall (sehr
grofles M, wenige oder nur ein Neuron pro Gas) analog zum K-Means-Clustering (siehe
zum Thema Clusteringverfahren auch den Exkurs .

Definition 10.8 (Multi-Neuronales Gas). Ein Multi-Neuronales Gas ist nichts weiter
als eine gleichzeitige Verwendung von M vielen Neuronalen Gasen.

10.7.4 Wachsende neuronale Gase konnen sich selbst Neurone hinzufiigen

Ein Wachsendes Neuronales Gas ist eine Variation des beschriebenen Neuronalen
Gases, dem nach bestimmten Regeln mehr und mehr Neurone hinzugefiigt werden. Man
versucht so, der Vereinsamung von Neuronen oder der Bildung grofler Abdeckungslé-
cher entgegenzuwirken.

Es sei hier nur benannt, aber nicht weiter erforscht.

Eine wachsende SOM zu konstruieren ist insofern schwieriger, als dass neue Neurone
in die Nachbarschaft eingegliedert werden miissen.



Ubungsaufgaben

Aufgabe 18. Mit einem regelméfligen zweidimensionalen Gitter soll eine zweidimen-
sionale Flache moglichst ,,gut“ ausgelegt werden.

1. Welche Gitterstruktur wére hierfiir am besten geeignet?
2. Welche Kriterien fiir ,gut“ bzw. ,am besten“ haben Sie verwendet?

Diese Aufgabe ist bewusst sehr schwammig formuliert.



Kapitel 11

Adaptive Resonance Theory

Ein ART-Netz in seiner urspriinglichen Form soll bindre Eingabevektoren
klassifizieren, also einer 1-aus-n-Ausgabe zuordnen. Gleichzeitig sollen bis jetzt
unklassifizierbare Muster erkannt und einer neuen Klasse zugeordnet werden.

Wie in anderen kleinen Kapiteln wollen wir wieder versuchen, die grundlegende Idee
der Adaptive Resonance Theory (Kurz: ART) zu ergriinden, ohne ihre Theorie
wirklich in der Tiefe zu betrachten.

Wir haben bereits in verschiedenen Abschnitten angedeutet, dass es schwierig ist, mit
Neuronalen Netzen neue Information zusétzlich zu bestehender ,,hinzuzulernen®, ohne
jedoch die bestehende Information zu zerstéren — diesen Umstand bezeichnen wir als
Stabilitats- Plastizitdts-Dilemma.

1987 veroftentlichten STEPHEN GROSSBERG und GAIL CARPENTER mit dem Ziel der
Entschirfung dieser Problematik die erste Version ihres ART-Netzes [Gro76|, der ab
da eine ganze Familie von ART-Verbesserungen folgte (die wir ebenfalls noch kurz
ansprechen wollen).

Es handelt sich um eine Idee des uniiberwachten Lernens, die (zunéchst binédre) Mus-
tererkennung zum Ziel hatte, genauer gesagt, die Einteilung von Mustern in Klassen —
wobei ein ART-Netz aber zusétzlich in der Lage sein soll, neue Klassen zu finden.

11.1 Aufgabe und Struktur eines ART-Netzes

Ein ART-Netz ist aufgebaut aus genau zwei Schichten: Der Eingabeschicht I und der
Erkennungsschicht O, wobei die Eingabeschicht in Richtung der Erkennungsschicht
vollverkniipft ist. Diese Vollverkniipfung gibt uns eine Top-Down-Gewichtsmatriz
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Abbildung 11.1: Vereinfachte Darstellung des Aufbaus eines ART-Netzes. Oben die Eingabe-
schicht, unten die Erkennungsschicht. Fiir die Abbildung auBer Acht gelassen worden sind die
laterale Inhibition der Erkennungsschicht und die Steuerungsneurone.

W an, die die Gewichtswerte von jedem Neuron der Eingabeschicht zu jedem Neuron
der Erkennungsschicht enthélt (Abb. [11.1]).

An der Eingabeschicht werden einfach bindre Muster eingegeben, welche an  die Er-
kennungsschicht weitergegeben werden — wéahrend die Erkennungsschicht eine 1-aus-
|O]-Kodierung ausgeben soll, also dem Winner-Takes-All-Schema folgen soll. Um diese
1-aus-|O|-Kodierung zu realisieren, kann man beispielsweise das Prinzip der lateralen
Inhibition nutzen — oder in der Implementierung pragmatischerweise per IF-Abfrage
das am stédrksten aktivierte Neuron suchen.

11.1.1 Resonanz erfolgt, indem Aktivitaten hin- und hergeworfen werden

Zusétzlich gibt es aber noch eine Bottom-Up-Gewichtsmatrix V, die die Aktivi-
tdten in der Erkennungsschicht wieder in die Eingabeschicht propagiert. Es ist nun
offensichtlich, dass diese Aktivitdten immer hin- und hergeworfen werden, was den Be-
griff der Resonanz ins Spiel bringt. Jede Aktivitdt der Eingabeschicht bewirkt eine
Aktivitat der Erkennungsschicht, wihrend dort jede Aktivitdt wiederum eine Aktivitét
in der Eingabeschicht bewirkt.



Zusétzlich zu den zwei genannten Schichten existieren in einem ART-Netz noch einige
wenige Neurone, welche Kontrollfunktionen ausiiben wie z.B. eine Signalverstiarkung.
Deren Theorie soll hier nicht weiter betrachtet werden, da nur das grundlegende Prinzip
der ART-Netze klar werden soll. Ich erwéhne sie nur, um darzustellen, dass das Art-
Netz nach einer Eingabe trotz der vorhandenen Riickkopplungen in einen stabilen
Zustand gelangen wird.

11.2 Der Lernvorgang eines Artnetzes ist geteilt in
Top-Down- und Bottom-Up-Lernen

Die Kunst der Adaptive Resonance Theory liegt nicht nur in der Gestaltung des ART-
Netzes, sondern auch in ihrem Lernvorgang, der zweigeteilt ist: Wir trainieren zum
einen die Top-Down-Matrix W und zum anderen die Bottom-Up-Matrix V' (Abb.

auf Seite 207)).

11.2.1 Mustereingabe und Top-Down-Lernen

Wenn ein Muster in das Netz eingegeben wird, sorgt es wie schon gesagt fiir eine
Aktivierung an den Ausgabeneuronen, wobei das stdrkste Neuron gewinnt. Anschlie-
Bend werden die zum Ausgabeneuron gehenden Gewichte der Matrix W dahingehend
verandert, dass die Ausgabe des stiarksten Neurons €2 noch verstiarkt wird. Die Klas-
senzugehorigkeit des Eingabevektors zu der Klasse des Ausgabeneurons 2 wird also
verstarkt.

11.2.2 Resonanz und Bottom-Up-Lernen

Etwas tricky ist nun das Trainieren der riickwértsgerichteten Gewichte der Matrix V:
Es werden nur die Gewichte vom jeweilige Gewinnerneuron zur Eingabeschicht trainiert
und als Teaching Input unser aktuell angelegtes Eingabemuster verwendet. Das Netz
wird also darauf trainiert, eingegebene Vektoren zu verstérken.

11.2.3 Hinzufiigen eines Ausgabeneurons

Es kann natiirlich vorkommen, dass die Neurone ungefihr gleich aktiviert sind oder
mehrere Neurone aktiviert sind, das Netz also unentschlossen ist. In diesem Fall wird
durch die Mechanismen der Steuerungsneurone ein Signal ausgelost, das ein neues



Ausgabeneuron hinzufiigt. Das aktuelle Muster wird dann diesem Ausgabeneuron zu-
geordnet und die Gewichtssétze des neuen Neurons wie gewohnt trainiert.

Die Stérke des Systems liegt also nicht nur darin, Eingaben in Klassen zu unterteilen
und neue Klassen zu finden — es kann uns bei Aktivierung eines Ausgabeneurons auch
sagen, wie ein typischer Vertreter einer Klasse aussieht — ein bedeutendes Feature.

Oft kann das System Muster aber nur méflig gut unterscheiden. Die Frage ist, wann
einem neuen Neuron erlaubt wird, aktiv zu werden und wann gelernt werden soll. Auch
um diese Fragen zu beantworten, existieren in einem ART-Netz verschiedene zuséitz-
liche Kontrollneurone, die diese Fragen nach verschiedenen mathematischen Regeln
beantworten und dafiir zustdndig sind, Spezialfille abzufangen.

Hier benennen wir einen der grofiten Kritikpunkte an ART: Ein ART-Netz verwendet
eine Spezialfallunterscheidung dhnlich einer IF-Abfrage, die man in den Mechanismus
eines Neuronalen Netzes gepresst hat.

11.3 Erweiterungen

Wie schon eingangs erwédhnt, wurden die ART-Netze vielfach erweitert.

ART-2 [CG87| ist eine Erweiterung auf kontinuierliche Eingaben und bietet zusétzlich
(in einer ART-2A genannten Erweiterung) Verbesserungen der Lerngeschwindigkeit,
was zuséatzliche Kontrollneurone und Schichten zur Folge hat.

ART-3 |CGY0] verbessert die Lernfahigkeit von ART-2, indem zusétzliche biologi-
sche Vorgénge wie z.B. die chemischen Vorgénge innerhalb der Synapsen adaptiert
werden!.

Zusatzlich zu den beschriebenen Erweiterungen existieren noch viele mehr.

1 Durch die haufigen Erweiterungen der Adaptive Resonance Theory sprechen bése Zungen bereits von
L ART-n-Netzen".
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Abbildung 11.2: Vereinfachte Darstellung des zweigeteilten Trainings eines ART-Netzes: Die je-
weils trainierten Gewichte sind durchgezogen dargestellt. Nehmen wir an, ein Muster wurde in das
Netz eingegeben und die Zahlen markieren Ausgaben. Oben: Wie wir sehen, ist Q5 das Gewin-
nerneuron. Mitte: Also werden die Gewichte zum Gewinnerneuron hin trainiert und (unten) die
Gewichte vom Gewinnerneuron zur Eingangsschicht trainiert.






Teil IV

Exkurse, Anhange und Register
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Anhang A

Exkurs: Clusteranalyse und Regional and
Online Learnable Fields

Das Grimmsche Woérterbuch beschreibt das heute ausgestorbene deutsche
Wort ,, Kluster” mit ,was dicht und dick zusammensitzet". In der statistischen
Clusteranalyse wird die Gruppenbildung innerhalb von Punktwolken
untersucht. Vorstellung einiger Verfahren, Vergleich ihrer Vor- und Nachteile.
Betrachtung eines lernenden Clusteringverfahrens auf Basis Neuronaler Netze.
Ein Regional and Online Learnable Field modelliert aus einer Punktwolke mit
womoglich sehr vielen Punkten eine vergleichsweise kleine Menge von fiir die
Punktwolke reprasentativen Neuronen.

Wie schon angedeutet, lassen sich viele Problemstellungen auf Probleme der Clus-
teranalyse zuriickfithren. Dies macht die Erforschung von Verfahren notwendig, die
untersuchen, ob sich innerhalb von Punktwolken Gruppen (sog. Cluster) herausbilden.
Da Verfahren zur Clusteranalyse fiir ihre Arbeit einen Abstandsbegriff zwischen zwei
Punkten brauchen, muss auf dem Raum, in dem sich die Punkte finden, eine Metrik
definiert sein. Wir wollen also kurz darauf eingehen, was eine Metrik ist.

Definition A.1 (Metrik). FEine Relation dist(z1,z2), die fir zwei Objekte xy,zo
definiert ist, heifit Metrik, wenn jedes der folgenden Kriterien gilt:

1. dist(z1,z2) = 0 genau dann, wenn x1 = xa,
2. dist(z1, z2) = dist(x2, 1), also Symmetrie,
3. dist(x1, z3) < dist(z1, x2) + dist(z2, z3), d. h. die Dreiecksungleichung gilt.

Umgangssprachlich ausgedriickt, ist eine Metrik ein Werkzeug, Abstidnde von Punkten
in einem beliebig gearteten Raum festzustellen. Abstdnde miissen hierbei symmetrisch
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sein, und der Abstand zwischen zwei Punkten darf nur 0 sein, wenn beide Punkte
gleich sind. Zudem muss die Dreiecksungleichung gelten.

Metriken liefert uns beispielsweise der quadratische Abstand und der Fuklidische
Abstand, welche wir schon kennengelernt haben. Aufbauend auf eine solche Metrik
kann man Clusteringverfahren definieren, die eine Metrik als Abstandsmafl verwen-
den.

Wir wollen nun verschiedene Clusteringverfahren vorstellen und kurz diskutieren.

A.1 k-Means Clustering teilt Daten in eine vordefinierte
Anzahl Cluster ein

k-Means Clustering nach J. MACQUEEN [Mac67] ist ein Algorithmus, der aufgrund
seiner niedrigen Rechen- und Speicherkomplexitéit haufig verwendet wird und allgemein
als ,,billig und gut“ angesehen wird. Der Algorithmus k-Means Clustering hat folgenden
Arbeitsablauf:

1. Daten bereitstellen, die untersucht werden sollen

2. k, die Anzahl der Clusterzentren, definieren

w

k viele zufallige Vektoren fiir die Clusterzentren wihlen (auch Codebookvekto-
ren genannt).

Jeden Datenpunkt dem niichsten Codebookvektor! zuordnen
Clusterschwerpunkte fiir alle Cluster berechnen

Codebookvektoren auf neue Clusterschwerpunkte setzen.

N oo

Bei [4] weitermachen, bis keine Zuordnungsédnderungen mehr eintreten.

Bei Punkt [2] sieht man schon eine der groflen Fragen des k-Means-Algorithmus: Man
muss im Vorhinein selbst die Anzahl k der Clusterzentren bestimmen, dies nimmt einem
das Verfahren also nicht ab. Das Problem ist, dass man im Vorhinein nicht unbedingt
weill, wie k£ am besten bestimmt werden kann. Ein weiteres Problem ist, dass das
Verfahren recht instabil werden kann, wenn die Codebookvektoren schlecht initialisiert
werden. Da dies aber zufillig geschieht, hilft oft schon ein Neustart des Verfahrens, das
zudem nicht sehr rechenaufwindig ist, was wiederum ein Vorteil ist. Verwenden Sie es
im Bewusstsein dieser Schwéchen, und Sie werden recht gute Ergebnisse erhalten.

1 Der Name Codebookvektor entstand, weil die oft verwendete Bezeichnung Clustervektor zu missverstand-
lich war.



Komplizierte Strukturen, wie ,,Cluster in Clustern® kénnen allerdings nicht erkannt
werden. Bei einem hoch gewéhlten k wiirde der duflere Ring dieser Konstruktion in der
Abbildung als viele einzelne Cluster erkannt, bei einer niedrigen Wahl von k wiirde der
Ring mit dem kleinen innenliegenden Cluster als ein Cluster gesehen.

Siehe fiir eine Veranschaulichung den oberen rechten Teil der Abb.[A.T auf Seite 215]

A.2 k-Nearest Neighbouring sucht die k nachsten Nachbarn
jeden Datenpunkts

Das k-Nearest Neighbouring-Verfahren verbindet jeden Datenpunkt mit
den jeweils k vielen néchsten Nachbarn, was oft eine Unterteilung in Gruppen zur
Folge hat. Eine solche Gruppe bildet dann einen Cluster. Der Vorteil ist hier, dass
die Clusteranzahl von alleine entsteht — der Nachteil ein recht grofler Speicher- und
Rechenaufwand, um die nidchten Nachbarn zu finden (es muss der Abstand von jedem
zu jedem Datenpunkt ausgerechet und gespeichert werden).

Es gibt aulerdem Spezialfille, in denen das Verfahren bei zu grofler Wahl von k Da-
tenpunkte zusammenschlieft, die eigentlich in verschiedene Cluster gehoren (siehe die
beiden kleinen Cluster oben rechts in der Abbildung). Cluster, die nur aus einem
einzigen Datenpunkt bestehen, werden grundsitzlich mit einem anderen Cluster zu-
sammengeschlossen, auch das ist nicht immer gewollt.

Weiterhin miissen die Bindungen unter den Punkten nicht symmetrisch sein.

Das Verfahren ermdglicht es aber, Ringe und somit auch ,Cluster in Clustern® zu
erkennen, ein eindeutiger Vorteil. Weiterer Vorteil ist, dass das Verfahren adaptiv auf
die Entfernungen in und zwischen Clustern eingeht.

Siehe fiir eine Veranschaulichung den unteren linken Teil der Abb.

A.3 e-Nearest Neighbouring sucht fiir jeden Datenpunkt
Nachbarn im Radius e

Ein anderer Ansatz des Neighbourings: Hier geht die Nachbarschaftsfindung nicht tiber
eine feste Anzahl k von Nachbarn, sondern iiber einen Radius € — daher der Name
Epsilon-Nearest Neighbouring. Punkte, die maximal ¢ weit voneinander entfernt
sind, sind Nachbarn. Hier ist der Speicher- und Rechenaufwand augenscheinlich wieder
sehr hoch, was ein Nachteil ist.



Achtung, auch hier gibt es Spezialfille: Zwei an sich getrennte Cluster kénnen hier
durch die ungiinstige Lage eines einzigen Datenpunkts einfach verbunden werden. Dies
kann zwar auch beim k-Nearest Neighbouring passieren, jedoch schwerer, da die Anzahl
der Nachbarn pro Punkt dort begrenzt ist.

Vorteil ist die symmetrische Natur der Nachbarschaftsbeziehungen. Weiterer Vorteil ist,
dass nicht aufgrund einer festen Nachbaranzahl Kleinstcluster zusammengeschlossen
werden.

Auf der anderen Seite muss aber € geschickt initialisiert werden, um hier Erfolge zu
erzielen, ndmlich kleiner als die Héalfte des kleinsten Abstands zwischen zwei Clustern.
Dies ist bei sehr variablen Clusterabstdnden und Punktabstdnden innerhalb von Clus-
tern unter Umstdnden ein Problem.

Siehe fiir eine Veranschaulichung den unteren rechten Teil der Abb.

A.4 Der Silhouettenkoeffizient macht die Giite eines
gegebenen Clusterings messbar

Wie wir oben sehen, gibt es keine Patentlosung fiir Clusteringprobleme, denn jedes
dargestellte Verfahren hat seine ganz spezifischen Nachteile. Insofern ist es wertvoll,
ein Kriterium dafiir zu haben, wie gut unsere Clustereinteilung ist. Genau diese Mog-
lichkeit bietet uns der Silhouettenkoeffizient nach [Kau90]. Er misst, wie gut die
Cluster voneinander abgegrenzt sind, und ist ein Indikator dafiir, ob vielleicht Punkte
in falsche Cluster einsortiert sind.

Sei P eine Punktwolke und sei p ein Punkt € P. Sei ¢ C P ein Cluster in der Punktwolke
und gehdre p in diesen Cluster, also p € ¢. Die Menge der Cluster nennen wir C.
Zusammengefasst gilt also

pecCP.

Um den Silhouettenkoeffizient zu errechnen, benttigen wir zunéchst den durchschnitt-
lichen Abstand des Punktes p zu allen seinen Clusternachbarn. Diese Gréfle nennen
wir a(p) und definieren sie wie folgt:

1 .
— > dist(p,q) (A.1)
qEC,q#p

a(p) = B
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Abbildung A.1: Oben links: Unsere Punktmenge. An ihr werden wir die verschiedenen Cluste-
ringverfahren erforschen. Oben rechts: k-Means Clustering. Bei der Anwendung dieses Verfah-
rens wurde k = 6 gewahlt. Wie wir sehen, kann das Verfahren ,Cluster in Clustern® nicht erkennen
(unten links im Bild). Auch lange ,Linien" von Punkten bereiten Schwierigkeiten: Sie wiirden als
viele kleine Cluster erkannt werden (bei ausreichend groBer Wahl von k). Unten links: k-Nearest
Neighbouring. Bei zu groBer Wahl von & (groBer als die Punktanzahl des kleinsten Clusters)
kommt es zu Clusterzusammenschliissen, wie man oben rechts im Bild sehen kann. Unten rechts:
e-Nearest Neighbouring. Dieses Verfahren bereitet Schwierigkeiten, wenn e groBer gewéhlt ist als

der minimale Abstand zwischen zwei Clustern (sichtbar oben links im Bild) — diese werden dann
zusammengeschlossen.



Sei weiterhin b(p) der durchschnittliche Abstand unseres Punktes p zu allen Punkten
des néchsten anderen Clusters (g lduft tiber alle Cluster aufler c):

> dist(p, q) (A.2)

q€yg

1
b(p) = min —
(p) geC.g#c Ig!

Der Punkt p ist gut klassifiziert, wenn der Abstand zum Schwerpunkt des eigenen
Clusters minimal und der Abstand zu den Schwerpunkten der anderen Cluster maximal
ist. Ist dies der Fall, so wird der folgende Term einen Wert nahe 1 ergeben:

b(p) — a(p)
max{a(p),b(p)}

Der ganze Term s(p) kann sich offensichtlich nur im Intervall [—1; 1] bewegen. Indikator
fiir eine schlechte Klassifikation von p ist ein Wert nahe -1.

s(p) =

(A.3)

Der Silhouettenkoeffizient S(P) ergibt sich aus dem Durchschnitte aller s(p)-Werte: Es
gilt

S(P) = ,IP, > s(p)- (A.4)

peEP

Die Gesamtgiite der Clustereinteilung driickt sich wie oben durch das Intervall [—1;1]
aus.

Nachdem wir nun die Charakteristiken verschiedener Clusteringmethoden sowie ein
Maf zur Qualitdtsbeurteilung einer bereits existierenden Unterteilung in Cluster ken-
nengelernt haben (viel weiteres Material findet sich in [DHS01]), mochte ich ein 2005
veroffentlichtes Clusteringverfahren auf Basis eines uniiberwacht lernenden Neuronalen
Netzes [SGEO05] vorstellen, welches wie alle dieser Verfahren wahrscheinlich nicht per-
fekt ist, aber doch grofle Standard-Schwéchen von den bekannten Clusteringverfahren
ausmerzt — auch, um einmal eine vergleichsweise hochaktuelle Entwicklung im Bereich
der Neuronalen Netze darzustellen.

A.5 Regional and Online Learnable Fields sind ein neuronales
Clusteringverfahren

Das Paradigma Neuronaler Netze, welches ich nun vorstellen méchte, sind die Regio-
nal and Online Learnable Fields, kurz ROLF's genannt.



A.5.1 ROLFs versuchen, mit Neuronen Datenwolken abzudecken

Grob gesagt sind die Regional and Online Learnable Fields eine Menge K von Neuro-
nen, die versuchen, eine Menge von Punkten durch ihre Verteilung im Eingaberaum
moglichst gut abzudecken. Hierfiir werden wéhrend des Trainings bei Bedarf Neurone
hinzugefiigt, verschoben oder in ihrer Groéfle verdndert. Die Parameter der einzelnen
Neurone werden wir noch erforschen.

Definition A.2 (Regional and Online Learnable Field). Ein Regional and Online
Learnable Field (kurz: ROLF oder ROLF-Netz) ist eine Menge K von Neuronen, wel-
che darauf trainiert werden, eine bestimmte Menge im Eingaberaum mdglichst gut
abzudecken.

A.5.1.1 ROLF-Neurone besitzen Position und Radius im Eingaberaum

Ein ROLF-Neuron k € K hat hierbei zwei Parameter: Es besitzt dhnlich der RBF-
Netze ein Zentrum ci, also einen Ort im Eingaberaum.

Es besitzt aber noch einen weiteren Parameter: Den Radius o, der den Radius der
perzeptiven Fliche, welche das Neuron umgibt, erst definiert?. Ein Neuron deckt
den Anteil des Eingaberaums ab, der innerhalb des Radius liegt.

Sowohl ¢, als auch oy, sind fiir jedes Neuron lokal definiert, das heiffit insbesondere,
dass die Neurone verschieden grofie Fliachen abdecken konnen.

Der Radius der perzeptiven Fliache ist durch r = p - o gegeben (Abb. |A.2 auf der|
lfolgenden Seite)), wobei der Multiplikator p fiir alle Neurone global definiert ist und

im Vorhinein festgelegt wird. Der Leser wird sich nun intuitiv fragen, wozu dieser
Multiplikator gut ist. Wir werden seine Bedeutung spéter noch erforschen. Zu beachten
ist weiterhin: Die perzeptive Flache der verschiedenen Neurone muss nicht gleich grof3
sein.

Definition A.3 (ROLF-Neuron). Ein ROLF-Neuron k besitzt als Parameter ein
Zentrum ¢ sowie einen Radius oy.

Definition A.4 (Perzeptive Fliche). Die perzeptive Fliche eines Rolf-Neurons k
besteht aus allen Punkten, welche im Eingaberaum innerhalb des Radius p - o liegen.

2 Ich schreibe daher , definiert” und nicht ,,ist”, weil der eigentliche Radius ja durch o - p gegeben ist.



Abbildung A.2: Aufbau eines ROLF-Neurons.

A.5.2 ROLFs lernen unuberwacht durch Online-Prasentation von
Trainingsbeispielen

Wie viele andere Paradigmen Neuronaler Netze lernt unser ROLF-Netz durch die Ein-
gabe vieler Trainingsbeispiele p aus einer Trainingsmenge P. Das Lernen findet un-
iiberwacht statt. Fiir jedes Trainingsbeispiel p, welches in das Netz eingegeben wird,
konnen zwei Falle eintreten:

1. Es existiert ein akzeptierendes Neuron & fiir p oder
2. es existiert kein akzeptierendes Neuron.

Falls im ersteren Fall mehrere Neurone in Frage kommen, existiert insofern genau ein
akzeptierendes Neuron, als dass das néchstgelegene akzeptierend ist. Beim akzep-
tierenden Neuron k£ werden ¢, und oy angepasst.

Definition A.5 (Akzeptierendes Neuron). Damit ein ROLF-Neuron k ein akzep-
tierendes Neuron eines Punktes p ist, muss der Punkt p innerhalb der perzeptiven
Flache von k liegen. Liegt p in den perzeptiven Flachen mehrerer Neurone, so ist das
néchstliegende akzeptierend. Gibt es mehrere nichste Neurone, kann willkiirlich eines
ausgewahlt werden.



A.5.2.1 Sowohl Positionen als auch Radien werden beim Lernen adaptiert

Angenommen, wir haben ein Trainingsbeispiel p in das Netz eingegeben und es existiert
ein akzeptierendes Neuron k. Dann wandert der Radius in Richtung ||p — ¢|| (also in
Richtung des Abstandes zwischen p ud ¢;) und das Zentrum ¢ in Richtung von p.
Zusétzlich seien zwei Lernraten 7, und 7. fiir Radien und Zentren definiert.

cr(t +1) = cx(t) +me(p — cr(t))
ok(t+1) = on(t) + 10 (|lp — cr ()] — or(t))

Hierbei ist zu beachten, dass o ein Skalar ist, wihrend ¢ ein Vektor im Eingaberaum
ist.

Definition A.6 (Adaption eines ROLF-Neurons). Ein zu einem Punkt p akzeptieren-
des Neuron k£ wird nach folgenden Regeln adaptiert:

ck(t+1) = cp(t) + ne(p — cx(t)) (A5)
or(t +1) = 0k(t) + no(llp — cx(t)|| — or(?)) (A.6)

A.5.2.2 Der Radiusmultiplikator sorgt dafiir, dass Neurone nicht nur schrumpfen
kénnen

Nun kénnen wir auch verstehen, wozu der Multiplikator p da ist: Durch ihn umfasst die
perzeptive Flache eines Neurons mehr als nur alle Punkte um das Neuron im Radius o.
Das bedeutet, dass o durch die obige Lernregel nicht nur schrumpfen, sondern auch
wachsen kann.

Definition A.7 (Radiusmultiplikator). Der Radiusmultiplikator p > 1 ist global
definiert und vergréflert die perzeptive Fliache eines Neurons k auf ein Vielfaches von
oK. So ist sichergestellt, dass der Radius o3 auch wachsen und nicht nur schrumpfen
kann.

Der Radiusmultiplikator wird iiblicherweise auf Werte im unteren einstelligen Bereich
gesetzt, wie z.B. 2 oder 3.

Wir haben bis jetzt nur den Fall im ROLF-Training betrachtet, dass fiir ein Trainings-
beispiel p ein akzeptierendes Neuron existiert.



A.5.2.3 Nach Bedarf werden neue Neurone erzeugt

Dies legt nahe, die Vorgehensweise zu erforschen, falls kein akzeptierendes Neuron
existiert.

Wenn dies der Fall ist, so wird einfach ein akzeptierendes Neuron k fiir unser Trainings-
beispiel neu erzeugt. Dies hat zur Folge, dass natiirlich ¢; und o} initialisiert werden

miissen.

Intuitiv verstehbar ist die Initialisierung von cg: Das Zentrum des neuen Neurons wird
einfach auf das Trainingsbeispiel gesetzt, es gilt also

Cp = DP.

Wir erzeugen ein neues Neuron, weil keins in der Ndhe von p ist — also setzen wir das
Neuron sinnvollerweise genau auf p.

Doch wie wird ein o gesetzt, wenn ein neues Neuron gebildet wird? Hierfiir gibt es
verschiedene Taktiken:

Init-0: Es wird immer ein vorherbestimmtes, statisches o gewéhlt.

Minimum-o: Wir schauen uns die ¢ aller Neurone an und wahlen das Minimum.
Maximum-o: Wir schauen uns die ¢ aller Neurone an und wahlen das Maximum.
Mean-o: Der Mittelwert der o aller Neurone wird gewéhlt.

Aktuell ist die Mean-o-Variante die favorisierte, obwohl das Lernverfahren mit den an-

deren auch funktioniert. Die Minimum-o-Variante lasst die Neurone hierbei tendenziell
weniger Fléche einnehmen, die Maximum-o-Variante tendenziell mehr.

Definition A.8 (Erzeugen eines ROLF-Neurons). Wird ein neues ROLF-Neuron &
durch Eingabe eines Trainingsbeispiels p erzeugt, so wird c; mit p initialisiert und oy
nach einer der obigen Strategien (Init-o, Minimum-o, Maximum-o, Mean-o).

Ein gutes Kriterium fiir ein Trainingsende ist, wenn nach immer wieder zufillig per-
mutierter Prasentation der Muster bei einer Epoche kein neues Neuron mehr erzeugt
wurde und die Neuronenpositionen sich kaum noch verdndern.



A.5.3 Auswertung eines ROLFs

Der Trainingsalgorithmus hat zur Folge, dass die ROLF-Neurone nach und nach die
Trainingsmenge recht gut und genau abdecken, und dass eine hohe Konzentration von
Punkten an einem Fleck des Eingaberaums nicht automatisch mehr Neurone erzeu-
gen muss. Eine unter Umsténden sehr grofie Punktwolke wird also auf (relativ zur
Eingabemenge) sehr wenige Reprisentanten reduziert.

Die Anzahl der Cluster ldsst sich dann sehr einfach bestimmen: Zwei Neurone sind
(nach Definition beim ROLF) verbunden, wenn deren perzeptive Flidchen sich iiber-
lappen (es wird also eine Art Nearest Neighbouring mit den variablen perzeptiven
Fléchen ausgefiihrt). Ein Cluster ist eine Gruppe von verbundenen Neuronen bzw. von
diesen Neuronen abgedeckten Punkten des Eingaberaums (Abb. |A.3 auf der folgenden|

Seitd).

Selbstverstdndlich kann man das fertige ROLF-Netz auch mit anderen Clusteringver-
fahren auswerten, also Cluster in den Neuronen suchen. Insbesondere bei Clustering-
verfahren, deren Speicheraufwand quadratisch zu | P| steigt, kann der Speicheraufwand
so dramatisch reduziert werden, da es in aller Regel wesentlich weniger ROLF-Neurone
als urspriingliche Datenpunkte gibt, die Neurone die Datenpunkte aber recht gut re-
prasentieren.

A.5.4 Vergleich mit popularen Clusteringverfahren

Es ist offensichtlich, dass der Lowenanteil des Speicheraufwands bei den ROLFs beim
Speichern der Neurone liegt und nicht etwa beim Speichern von Eingabepunkten. Dies
ist von groflem Vorteil bei riesigen Punktwolken mit sehr vielen Punkten.

Unser ROLF als neuronales Clusteringverfahren hat also, da die Datenpunkte nicht
komplett gespeichert werden miissen, die Fahigkeit des Online-Lernens, was zweifellos
einen grofien Vorteil darstellt. Weiterhin kann es (dhnlich dem e Nearest Neighbouring
bzw. k Nearest Neighbouring) Cluster von eingeschlossenen Clustern unterscheiden —
jedoch durch die Online-Prasentation der Daten ohne quadratischen Speicheraufwand,
der mit Abstand der grofite Nachteil der beiden Neighbouring-Verfahren ist.

Es wird weiterhin durch die variablen perzeptiven Flachen auf die Grofle der jeweiligen
Cluster im Verhéltnis zu ihrer Entfernung voneinander eingegangen — was ebenfalls bei
den beiden genannten Verfahren nicht immer der Fall ist.
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Abbildung A.3: Ablauf des Clusterings durch ein ROLF. Oben die Eingabemenge, in der Mitte die
Abdeckung durch ROLF-Neurone, unten die reine Abdeckung durch die Neurone (Repréasentanten).



Im Vergleich mit dem k-Means-Clustering schneidet das ROLF auch gut ab: Erstens
muss man nicht die Clusteranzahl im Vorhinein wissen, zum zweiten erkennt das k-
Means-Clustering Cluster, die von anderen Clustern eingeschlossen sind, nicht als se-
parate Cluster an.

A.5.5 Die Initialisierung von Radien, Lernraten und Multiplikator ist nicht
trivial

Natiirlich sollen auch die Nachteile des ROLFs nicht verschwiegen werden: Es ist nicht
immer leicht, den Initialwert fiir die ¢ und das p gut zu wahlen. In das p und den
o-Startwert kann man dem ROLF sozusagen das Vorwissen iiber die Datenmenge mit-
geben: Feinkornig geclusterte Daten sollten ein kleines p und einen kleinen o-Startwert
verwenden. Je kleiner aber das p, desto weniger Chance haben die Neuronen, gréfler
zu werden, wenn notig. Hier gibt es wieder keine Patentrezepte, genau wie fur die
Lernraten 7, und 7.

Beliebt fiir p sind Multiplikatoren im unteren einstelligen Bereich, wie 2 oder 3. Bei
N und 7, wird mit Werten um 0.005 bis 0.1 erfolgreich gearbeitet, auch bei diesem
Netztyp sind Variationen zur Laufzeit denkbar. Startwerte fir ¢ hédngen in der Regel
sehr von der Cluster- und Datenstreuung ab (miissen also oft ausprobiert werden),
wobei diese gegentiiber falschen Initialisierungen zumindest bei der Mean-o-Strategie
nach einiger Trainingszeit relativ robust sind.

Insgesamt muss sich das ROLF im Vergleich zu den anderen Clusteringverfahren durch-
aus nicht verstecken und wird insbesondere fiir speicherarme Systeme oder sehr grofie
Datenmengen sehr interessant sein.

A.5.6 Anwendungsbeispiele

Ein erstes Anwendungsbeispiel kénnte z.B. das Finden von Farbclustern in RGB-
Bildern sein. Ein weiteres direkt in der ROLF-Veroffentlichung beschriebenes Einsatz-
gebiet ist das Erkennen von Worten, welche in einen 720dimensionalen Merkmalsraum
iiberfithrt wurden — wir sehen also, dass die ROLFs auch gegeniiber héheren Dimen-
sionen relativ robust sind. Weitere mir bekannte Anwendungsgebiete liegen in der
Entdeckung und Zuordnung von Angriffen auf Netzwerksysteme.



Ubungsaufgaben

Aufgabe 19. Bestimmen Sie mindestens vier Adaptionsschritte fir ein einzelnes
ROLF-Neuron k, wenn die vier untenstehenden Muster nacheinander in der angege-
benen Reihenfolge présentiert werden. Die Startwerte fiir das ROLF-Neuron seien
¢k = (0.1,0.1) und o = 1. Weiter gelte n. = 0.5 sowie 7, = 0. Sei p = 3.

P ={(0.1,0.1);
=(0.9,0.1);
= (0.1,0.9);
— (0.9,0.9)}.



Anhang B

Exkurs: Neuronale Netze zur Vorhersage

Betrachtung einer Anwendung Neuronaler Netze: Ein Blick in die Zukunft von
Zeitreihen.

Nach Betrachtung verschiedenster Paradigmen Neuronaler Netze ist es sinnvoll, nun
eine Anwendung Neuronaler Netze zu betrachten, die viel thematisiert und (wie wir
noch sehen werden) auch fiir Betrug genutzt wird: Die Anwendung der Zeitreihenvor-
hersage. Dieses Exkurskapitel gliedert sich hierbei in die Beschreibung von Zeitreihen
und Abschétzungen, unter welchen Voraussetzungen man iiberhaupt nur Werte einer
Zeitreihe vorhersagen kann. Zum Schlufl mochte ich noch etwas zu den haufigen Softwa-
reangeboten sagen, die mit Hilfe Neuronaler Netze oder anderer Verfahren Aktienkurse
oder andere wirtschaftliche Kenngrofien vorhersagen sollen.

Das Kapitel soll weniger eine ausfiihrliche Beschreibung sein, sondern vielmehr ein
paar Denkansétze fiir die Zeitreihenvorhersage nennen, insofern werde ich mich mit
formalen Definitionen wieder zuriickhalten.

B.1 Uber Zeitreihen

Eine Zeitreihe ist eine Reihe von Werten, welche in der Zeit diskretisiert ist. Beispiels-
weise konnten tédglich gemessene Temperaturwerte oder andere Wetterdaten eines Ortes
eine Zeitreihe darstellen — auch Aktienkurswerte stellen eine Zeitreihe dar. Zeitreihen
sind héufig zeitlich dquidistant gemessen, und bei vielen Zeitreihen ist sehr von Interes-
se, wie denn die Zukunft ihrer Werte aussieht — nennen wir als Beispiel nur die tégliche
Wettervorhersage.
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Abbildung B.1: Eine Funktion z der Zeit wird zu diskreten Zeitpunkten abgetastet (zeitdiskre-
tisiert), wir erhalten also eine Zeitreihe. Die abgetasteten Werte werden in ein Neuronales Netz
eingegeben (hier im Beispiel ein SLP), welches lernen soll, Werte der Zeitreihe vorherzusagen, wel-
che in der Zukunft liegen.

Zeitreihen konnen auch in einem bestimmten zeitlichen Abstand At abgetastete Werte
einer eigentlich kontinuierlichen Funktion sein (Abb. [B.1)).

Wenn wir eine Zeitreihe vorhersagen mochten, so suchen wir ein Neuronales Netz, was
vergangene Werte der Zeitreihe auf zukiinftige abbildet — kennen wir eine Zeitreihe
also auf langeren Abschnitten, so sind uns genug Trainingsbeispiele gegeben. Diese
sind natiirlich keine Beispiele der vorherzusagenden Zukunft, aber man versucht mit
ihrer Hilfe, die Vergangenheit zu verallgemeinern und zu extrapolieren.

Bevor wir uns allerdings an die Vorhersage einer Zeitreihe machen, miissen wir uns ein
paar Gedanken zu Fragen iiber die betrachtete Zeitreihe machen — bzw. sicherstellen,
dass unsere Zeitreihe einige Bedingungen erfiillt.



1. Haben wir iiberhaupt Anhaltspunkte dafiir, dass die Zukunft der Zeitreihe auf
irgendeine Weise von ihrer Vergangenheit abhingt? Steckt in der Vergangenheit
der Zeitreihe also Information iiber ihre Zukunft?

2. Haben wir genug vergangene Werte der Zeitreihe als Trainingsmuster?

3. Im Falle einer Vorhersage einer kontinuierlichen Funktion: Wie miissen wir At
sinnvollerweise wahlen?

Wir wollen diese Fragen nun etwas ndher beleuchten.

Wieviel Information iiber die Zukuft ist in der Vergangenheit einer Zeitreihe vorhan-
den? Dies ist mit Abstand die wichtigste Frage, die wir fir jede Zeitreihe, die wir in
die Zukunft abbilden wollen, beantworten miissen. Sind die zukiinftigen Werte einer
Zeitreihe beispielsweise Uiberhaupt nicht von den vergangenen abhéngig, so ist tiber-
haupt keine Zeitreihenvorhersage aus ihnen maoglich.

Wir gehen in diesem Kapitel von Systemen aus, deren Zustédnde auch auf ihre Zukunft
schlieflen lassen — deterministische Systeme. Dies bringt uns erst einmal zu der Frage,
was ein Systemzustand ist.

Ein Systemzustand beschreibt ein System fiir einen bestimmten Zeitpunkt vollstindig.
Die Zukunft eines deterministischen Systems wére durch die vollstandige Beschreibung
seines aktuellen Zustands also eindeutig bestimmt.

Das Problem in der Realitét ist, dass ein solcher Zustandsbegriff alle Dinge umfasst,
die auf irgendeine Weise Einfluss auf unser System nehmen.

Im Falle unserer Wettervorhersage fiir einen Ort kéonnten wir die Temperatur, den
Luftdruck und die Wolkendichte als den Wetterzustand des Ortes zu einem Zeitpunkt
t durchaus bestimmen — doch der gesamte Zustand wirde wesentlich mehr umfassen.
Hier waren weltweite wettersteuernde Phénomene von Interesse, genauso wie vielleicht
kleine lokale Phdnomene, z.B. die Kiihlanlage des ¢rtlichen Kraftwerks.

Es ist also festzuhalten, dass der Systemzustand fiir die Vorhersage wiinschenswert,
aber nicht immer zu bekommen ist. Oft sind nur Teile des aktuellen Zustands erfassbar
— wie beim Wetter die verschiedenen angesprochenen Wettergrofien.

Wir kénnen aber diese Schwéche teilweise ausgleichen, indem wir nicht nur die beob-
achtbaren Teile eines einzigen (des letzten) Zustandes in die Vorhersage mit einflieen
lassen, sondern mehrere vergangene Zeitpunkte betrachten. Hieraus wollen wir nun
unser erstes Vorhersagesystem formen:
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Abbildung B.2: Darstellung der One Step Ahead Prediction — aus einer Reihe vergangener Werte
versucht man, den zukiinftigen Wert zu errechnen. Das vorhersagende Element (in unserem Fall ein
Neuronales Netz) nennt man Prediktor.

B.2 One Step Ahead Prediction

Den Vorhersageversuch fiir den nédchsten zukiinftigen Wert einer Zeitreihe aus vergan-
genen Werten nennen wir One Step Ahead Prediction (Abb. [B.2)).

Ein solches Prediktorsystem erhélt also die letzten n observierten Zustandsteile des
Systems als Eingabe und gibt die Vorhersage fiir den kommenden Zustand (oder Zu-
standsteil) aus. Die Idee, dass wir einen Zustandsraum mit Zustdnden haben, die wir
vorhersagen kénnen, nennt man State Space Forecasting.

Ziel des Prediktors ist es, eine Funktion

F(@tmnt1s ey Te—1,T¢) = T (B.1)

zu realisieren, welche exakt n vergangene Zeitwerte entgegennimmt, um daraus den
zukiinftigen Wert vorherzusagen. Vorhergesagte Werte wollen wir mit einer Tilde (z.B.
Z) iiberschreiben, um sie von den tatséchlichen zukiinftigen Werten zu unterscheiden.

Der intuitivste und einfachste Ansatz wére, eine Linearkombination
Tig1 = ao®; + a1Ti—1 + ... + QT (B.2)

zu suchen, welche unsere Bedingungen néherungsweise erfiillt.



Eine solche Konstruktion nennt man digitales Filter. Hier nutzt man aus, dass wir
bei Zeitreihen in der Regel {iber sehr viele vergangene Werte verfiigen, so dass wir eine
Reihe von Gleichungen aufstellen kénnen':

Ty = AoT¢—1 + - .o+ AjTe_1—(n—1)

Ti—1 = AT¢—2 + ... + QT2 (n—1)

(B.3)

Tt—p = QOTt—pn + ...+ ATt —n—(n—1)

Man kénnte also n Gleichungen fiir n viele unbekannte Koeffizienten finden und so
auflésen (soweit moglich). Oder noch ein besserer Ansatz: Wir kénnten m > n Glei-
chungen fiir n Unbekannte so verwenden, dass die Summe der Fehlerquadrate der
Vorhersagen, die uns ja bereits bekannt sind, minimiert wird — genannt Mowving-
Average- Verfahren.

Diese lineare Struktur entspricht aber einfach einem Singlelayerperceptron mit linearer
Aktivierungsfunktion, welches mit Daten aus der Vergangenheit trainiert wurde (Der
Versuchsaufbau wiirde der Abb. [B.1 auf Seite 226| entsprechen). In der Tat liefert ein
Training mit der Deltaregel hier Ergebnisse, die der analytischen Losung sehr nahe
liegen.

Auch wenn man damit oft schon sehr weit kommt, haben wir gesehen, dass man
mit einem Singlelayerperceptron viele Problemstellungen nicht abdecken kann. Wei-
tere Schichten mit linearer Aktivierungsfunktion bringen uns auch nicht weiter, da ein
Multilayerperceptron mit ausschlielich linearen Aktivierungsfunktionen sich auf ein
Singlelayerperceptron reduzieren lisst. Diese Uberlegungen fiihren uns zum nichtlinea-
ren Ansatz.

Uns steht mit dem Multilayerperceptron und nichtlinearen Aktivierungsfunktionen ein
universeller nichtlinearer Funktionsapproximator zur Verfiigung, wir konnten also ein
n-|H|-1-MLP fiir n viele Eingaben aus der Vergangenheit verwenden. Auch ein RBF-
Netz wire verwendbar, wir erinnern uns aber daran, dass die Zahl n hier im kleinen
Rahmen bleiben muss, da hohe Eingabedimensionen in RBF-Netzen sehr aufwéndig
zu realisieren sind. Wenn man also viele Werte aus der Vergangenheit mit einbeziehen
will, ist ein Multilayerperceptron deutlich weniger rechenaufwéndig.

1 Ohne diesen Umstand weiter zu betrachten mdchte ich anmerken, dass die Vorhersage oft einfacher wird,
je mehr vergangene Werte der Zeitreihe zur Verfligung stehen. Ich bitte den Leser, hierzu etwas zum
Nyquist-Shannon-Abtasttheorem zu recherchieren.
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Abbildung B.3: Darstellung der Two Step Ahead Prediction — aus einer Reihe vergangener Wer-
te versucht man, durch einen zweiten Prediktor unter Einbeziehung eines bereits vorhergesagten
Wertes den zweiten zukiinftigen Wert vorherzusagen.

B.3 Two Step Ahead Prediction

Was fiir Losungsansétze konnen wir denn finden, wenn wir weiter in die Zukunft sehen
wollen?

B.3.1 Rekursive Two Step Ahead Prediction

Um beispielsweise zwei Zeitschritte in die Zukunft zu schauen, konnten wir einfach zwei
One Step Ahead Predictions hintereinander ausfithren (Abb. , also eine rekursive
Two Step Ahead Prediction ausfithren. Leider ist aber der von einer One Step
Ahead Prediction ermittelte Wert in aller Regel nicht exakt, so dass sich die Fehler
schnell aufschaukeln kénnen und, je 6fter man die Predictions hintereinander ausfiihrt,
das Ergebnis immer ungenauer wird.

B.3.2 Direkte Two Step Ahead Prediction

Wir ahnen schon, dass es eine bessere Variante gibt: So wie wir das System auf die
Vorhersage des néchsten Wertes trainieren kénnen, kénnen wir das natiirlich auch
mit dem iiberndchsten Wert — wir trainieren also z.B. ein Neuronales Netz direkt
darauf, zwei Zeitschritte in die Zukunft zu blicken, was wir Direct Two Step Ahead
Prediction (Abb. B.4 auf der rechten Seite) nennen. Die Direct Two Step Ahead
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Abbildung B.4: Darstellung der Direct Two Step Ahead Prediction. Hier wird direkt der zweite
Zeitschritt vorhergesagt, und der erste lbersprungen. Sie unterscheidet sich technisch nicht von
einer One Step Ahead Prediction.

Prediction ist offensichtlich technisch identisch mit der One Step Ahead Prediction,
der Unterschied liegt nur im Training.

B.4 Weitere Optimierungsansatze fiir die Prediction

Die Moglichkeit, in der Zukunft weiter entfernt liegende Werte vorherzusagen, ist nicht
nur wichtig, weil wir die Zukunft weiter vorhersagen zu versuchen — es kann auch
periodische Zeitreihen geben, wo es anders schwer moglich ist: Wenn eine Vorlesung
jeden Dienstag um 09:00 Uhr stattfindet, niitzt uns die Information, wieviele Personen
Montags im Horsaal saflen, fiir die Pradiktion der Vorlesungsteilnehmerzahl sehr wenig.
Gleiches gilt z.B. fiir periodisch auftretende Pendlerstaus.

B.4.1 Veranderung zeitlicher Parameter

Es kann also sehr sinnvoll sein, in der Zeitreihe sowohl in Vergangenheit als auch in
Zukunft bewusst Liicken zu lassen, also den Parameter At einzufithren, der angibt,
der wievielte zurtickliegende Wert jeweils zur Pradiktion genutzt wird. Wir bleiben
also technisch gesehen bei einer One Step Ahead Prediction, und strecken nur den
Eingaberaum oder aber wir trainieren die Vorhersage weiter entfernt liegender Werte.

Auch Kombinationen verschiedener At sind moglich: Im Falle der Stauvorhersage fiir
einen Montag konnten zusdtzlich zu den letzten Montagen die letzten paar Tage als Da-
teninput genutzt werden. Wir nutzen so also die letzten Werte mehrerer Perioden, in
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Abbildung B.5: Darstellung der Heterogenen One Step Ahead Prediction. Vorhersage einer Zeitrei-
he unter Betrachtung einer weiteren.
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Abbildung B.6: Heterogene One Step Ahead Prediction von zwei Zeitreihen gleichzeitig.

diesem Fall einer wochentlichen und einer téaglichen. Wir kénnten in Form der Ferienan-
fange auch noch eine jahrliche hinzunehmen (jeder von uns hat bestimmt schon einmal
viel Zeit auf der Autobahn verbracht, weil er den Ferienanfang vergessen hatte).

B.4.2 Heterogene Prediction

FEine weitere Variante der Vorhersage wére, aus mehreren Zeitreihen etwas {iber die
Zukunft einer einzigen Zeitreihe vorherzusagen, falls man annimmt, dass die zuséatzliche
Zeitreihe etwas mit der Zukunft der ersten zu tun hat (heterogene One Step Ahead
Prediction, Abb. .

Will man zwei Ausgaben zu zwei Zeitreihen, welche etwas miteinander zu tun haben,
vorhersagen, kann man natiirlich zwei parallele One Step Ahead Predictions ausfiih-
ren (dies wird analytisch oft gemacht, weil die Gleichungen sonst irgendwann sehr



uniibersichtlich werden) — oder man héngt im Falle der Neuronalen Netze einfach ein
Outputneuron mehr an und nutzt Wissen von beiden Zeitreihen fiir beide Ausgaben
(Abb. [B.6 auf der linken Seite]).

Mehr und allgemeineres Material zum Thema ,,Zeitreihen“ findet sich unter [WG94).

B.5 Bemerkungen zur Vorhersage von Aktienkursen

Viele Personen schauen sich die Verdnderung eines Aktienkurses in der Vergangenheit
an und versuchen daraus auf die Zukunft zu schlieBen, um Profit daraus zu ziehen.
Aktienkurse sind aus sich selbst heraus unstetig und daher prinzipiell schon einmal
schwierige Funktionen. Weiterhin kann man die Funktionen nur zu diskreten Werten
abrufen, oft beispielsweise im Tagesrhytmus (wenn man Gliick hat, noch mit Maximal-
und Minimalwerten pro Tag), wo natiirlich die Tagesschwankungen wieder wegfallen.
Dies macht die Sache auch nicht einfacher.

Es gibt nun Chartisten, also Personen, welche sich viele Diagramme anschauen und mit
viel Hintergrundwissen und oft Jahrzehnten an Erfahrung entscheiden, ob Wertpapiere
gekauft werden sollten oder nicht (und damit auch oft Erfolg haben).

Neben den Wertpapierkursen sind auch Wechselkurse von Wahrungen sehr interessant
vorherzusagen: Wenn man 100 Euro in Dollar umtauscht, diese in Pfund und diese wie-
der in Furo, kann passieren, dass man zum Schluss 110 Euro herausbekommt. Wenn
man das allerdings herausgefunden hat, wiirde man das 6fter machen und somit selbst
die Wechselkurse in einen Zustand verdndern, in dem ein solcher vermehrender Kreis-
lauf nicht mehr moglich ist (wére das nicht so, kénnte man ja Geld herstellen, indem
man sozusagen ein finanzielles Perpetuum Mobile erschafft).

Gute Wertpapier- und Wechselkursbroker heben oder senken den Daumen an der Bor-
se — und geben damit an, ob eine Aktie oder ein Wechselkurs ihrer Meinung nach
steigen wird. Sie geben also mathematisch ausgedriickt das erste Bit (Vorzeichen) der
ersten Ableitung des Wechselkurses an. Exzellente Weltklasse-Broker erreichen damit
Erfolgsraten von etwas iiber 70%.

In Grofibritannien ist es mit einer heterogenen One-Step-Ahead-Prediction gelungen,
diese Vorhersagerichtigkeit auf 76% zu steigern: Zusétzlich zu der Zeitreihe des Wertes
wurden noch Indikatoren miteinbezogen, wie z.B. der Olpreis in Rotterdam oder die
US-Staatsverschuldung.

Das einmal zur Gréflenordnung der Richtigkeit von Borsenschéitzungen — wir reden ja
immer noch iber das Erste Bit der Ersten Ableitung! Damit ist uns auch noch keine



Information gegeben, wie stark der erwartete Anstieg oder Abfall ist, und so auch nicht,
ob sich der ganze Aufwand lohnt: Vielleicht macht uns eine einzige falsche Vorhersage
den ganzen Gewinn von hundert richtigen wieder zunichte.

Wie verhalten sich also Neuronale Netze zur Aktienkursvorhersage? Wir nehmen ja
ganz intuitiv an, dass die Aktienkurswerte der Zukunft eine Funktion der Aktienwerte
von Zeitpunkten davor sind.

Genau diese Annahme ist jedoch irrig: Aktienkurse sind keine Funktion ihrer Vergan-
genheit, sondern eine Funktion ihrer mutmaflichen Zukunft. Wir kaufen keine Aktien,
weil sie in den letzten Tagen sehr gestiegen sind — sondern weil wir denken, dass sie
morgen hoher steigen werden. Kaufen viele Personen aus diesem Einfall heraus eine
Aktie, so treiben sie ihren Kurs in die Héhe, und haben also mit ihrer Mutmafiung recht
— es entsteht eine Self Fulfilling Prophecy, ein in der Wirtschaft lange bekanntes
Phénomen.

Gleiches gilt fiir den umgekehrten Fall: Wir verkaufen Aktien, weil wir denken, dass
sich morgen die Kurse nach unten bewegen werden — was den Kurs am néchten Tag
nach unten driickt und am iibernichsten in aller Regel noch viel mehr.

Immer wieder taucht Software auf, die mit wissenschaftlichen Schlagworten wie z.B.
Neuronalen Netzen behauptet, Aktienkurse vorhersagen zu koénnen. Kaufen Sie diese
nicht — zusétzlich zu den oben genannten wissenschaftlichen Ausschlusskriterien aus
einem einfachen Grund: Wenn diese Tools so toll funktionieren — warum verkauft die
Herstellerfirma sie dann? Niitzliches Wirtschaftswissen wird in aller Regel geheimgehal-
ten, und wenn wir einen Weg wiissten, garantiert mit Aktien reich zu werden, wiirden
wir doch durch diesen Weg Millionen verdienen, und nicht in 30-Euro-Héppchen durch
den Verkauf desselben, oder?



Anhang C

Exkurs: Reinforcement Learning

Was, wenn keine Trainingsbeispiele existieren, man aber trotzdem beurteilen
kann, wie gut man gelernt hat, ein Problem zu I6sen? Betrachten wir ein
Lernparadigma, welches zwischen (iberwachtem und uniiberwachtem Lernen
anzusiedeln ist.

Wir wollen nun einen eher exotischen Ansatz des Lernens kennenlernen — einfach, um
einmal von den {iblichen Verfahren wegzukommen. Wir kennen Lernverfahren, in denen
wir einem Netz genau sagen, was es tun soll, also beispielhafte Ausgabewerte bereitstel-
len. Wir kennen ebenfalls Lernverfahren, wie bei den Self Organizing Maps, in denen
ausschliefllich Eingabewerte gegeben werden.

Wir wollen nun eine Art Mittelding erforschen: Das Lernparadigma des bestidrkenden
Lernens — Reinforcement Learning nach SUTTON und BARTO [SB9S].

Reinforcement Learning an sich ist kein Neuronales Netz, sondern nur eines der drei
Lernparadigmen, die wir bereits in Kapitel [f] genannt haben. Manche Quellen zéhlen
es zu den iiberwachten Lernverfahren, da man ein Feedback gibt — durch die sehr rudi-
mentéire Art des Feedbacks ist es aber begriindet von den iiberwachten Lernverfahren
abzugrenzen, mal ganz abgesehen von der Tatsache, dass es keine Trainingsbeispiele
gibt.

Waiéhrend allgemein bekannt ist, dass Verfahren wie Backpropagation im Gehirn selbst
nicht funktionieren kénnen, wird Reinforcement Learning allgemein als biologisch we-
sentlich motivierter angesehen.

Der Ausdruck Reinforcement Learning (Bestdarkendes Lernen) kommt aus den
Kognitionswissenschaften und der Psychologie und beschreibt das in der Natur tiberall
vorhandene Lernsystem durch Zuckerbrot und Peitsche, durch gute Erfahrungen und
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schlechte Erfahrungen, Belohnung und Bestrafung. Es fehlt aber eine Lernhilfe, die
uns genau erklart, was wir zu tun haben: Wir erhalten lediglich ein Gesamtergebnis
fiir einen Vorgang (Haben wir das Schachspiel gewonnen oder nicht? Und wie sicher
haben wir es gewonnen?), aber keine Ergebnisse fiir die Zwischenschritte.

Fahren wir beispielsweise mit unserem Fahrrad mit abgewetzten Reifen und einer Ge-
schwindigkeit von exakt 21, SkTm in einer Kurve iiber Sand mit einer Korngréie von
durchschnittlich 0.1mm, so wird uns niemand genau sagen kénnen, auf welchen Win-
kel wir den Lenker einzustellen haben, oder noch schlimmer, wie stark die Muskelkon-
traktionen von unseren vielen Muskelteilen in Arm oder Bein dafiir sein miissen. Je
nachdem, ob wir das Ende der Kurve unbeschadet erreichen, sehen wir uns aber sehr
schnell mit einer guten oder schlechten Lernerfahrung, einem Feedback bzw. Reward
konfrontiert. Der Reward ist also sehr einfach gehalten — aber dafiir auch wesentlich
einfacher verfiigbar. Wenn wir nun oft genug verschiedene Geschwindigkeiten und Kur-
venwinkel ausgetestet haben und einige Rewards erhalten haben, werden wir in etwa
ein Gefiihl dafiir bekommen, was funktioniert und was nicht: Genau dieses Gefiihl zu
erhalten, ist das Ziel des Reinforcement Learnings.

Ein weiteres Beispiel fiir die Quasi-Unmdglichkeit, eine Art Kosten- oder Nutzenfunk-
tion zu erhalten, ist ein Tennisspieler, der durch komplizierte Bewegungen und bal-
listische Bahnen im dreidimensionalen Raum unter Einberechnung von Windrichtung,
Wichtigkeit des Turniers, privaten Faktoren und vielem anderen versucht, seinen sport-
lichen Ruhm auf lange Zeit zu maximieren.

Um es gleich vorweg zu sagen: Da wir nur wenig Feedback erhalten, heifit Reinforcement
Learning oft ausprobieren — und damit ist es recht langsam.

C.1 Systemaufbau

Wir wollen nun verschiedene Gréflen und Bestandteile des Systems kurz ansprechen,
und sie in den nachfolgenden Abschnitten genauer definieren. Reinforcement Learning
reprasentiert grob formuliert die gegenseitige Interaktion zwischen einem Agenten und
einem Umuweltsystem (Abb. [C.2)).

Der Agent soll nun irgendeine Aufgabe losen, er konnte z.B. ein autonomer Roboter
sein, der Hindernisvermeidung betreiben soll. Der Agent fithrt in der Umwelt nun
Aktionen aus und bekommt von der Umwelt dafiir ein Feedback zuriick, das wir im
folgenden Reward nennen wollen. Dieser Kreis aus Aktion und Reward ist charakteris-
tisch fiir Reinforcement Learning. Der Agent beeinflusst das System, das System gibt
einen Reward und verdndert sich.



Der Reward ist ein reeller oder diskreter Skalar, welcher uns wie oben beschrieben
angibt, wie gut wir unser Ziel erreichen, jedoch keine Anleitung vermittelt, wie wir es
erreichen konnen. Ziel ist immer, langfristig eine mdoglichst hohe Summe von Rewards
zu erwirtschaften.

C.1.1 Die Gridworld

Als Lernbeispiel fiir Reinforcement Learning méchte ich gerne die sogenannte Grid-
world verwenden. Wir werden sehen, dass sie sehr einfach aufgebaut und durchschau-
bar ist und daher eigentlich gar kein Reinforcement Learning notwendig ist — trotzdem
eignet sie sich sehr gut, die Vorgehensweisen des Reinforcement Learning an ihr dar-
zustellen. Definieren wir nun die einzelnen Bestandteile des Reinforcement Systems
beispielhaft durch die Gridworld. Wir werden jedes dieser Bestandteile spéter noch
genauer beleuchten.

Umwelt: Die Gridworld (Abb. |C.1 auf der folgenden Seite)) ist eine einfache, diskrete
Welt in zwei Dimensionen, die wir im Folgenden als Umuweltsystem verwenden
wollen.

Agent: Als Agent nehmen wir einen einfachen Roboter, der sich in unserer Gridworld
befindet.

Zustandsraum: Wie wir sehen, hat unsere Gridworld 5 x 7 Felder, von denen 6 nicht
begehbar sind. Unser Agent kann also 29 Positionen in der Gridworld besetzen.
Diese Positionen nehmen wir fiir den Agenten als Zustdinde.

Aktionsraum: Fehlen noch die Aktionen. Definieren wir einfach, der Roboter kénnte
jeweils ein Feld nach oben, unten, rechts oder links gehen (solange dort kein
Hindernis oder der Rand unserer Gridworld ist).

Aufgabe: Die Aufgabe unseres Agenten ist es, aus der Gridworld hinauszufinden. Der
Ausgang befindet sich rechts von dem hell ausgefiillten Feld.

Nichtdeterminismus: Die beiden Hindernisse konnen durch eine ,, Tiir“ verbunden wer-
den. Wenn die Tir geschlossen ist (unterer Teil der Abbildung), ist das entspre-
chende Feld nicht begehbar. Die Tiir kann sich nicht wahrend eines Durchlaufs
verdndern, sondern nur zwischen den Durchlaufen.

Wir haben nun eine kleine Welt geschaffen, die uns tiiber die nachfolgenden Lernstrate-
gien begleiten und sie uns anschaulich machen wird.



Abbildung C.1: Eine graphische Darstellung unserer Gridworld. Dunkel gefiillte Zellen sind Hinder-
nisse und daher nicht begehbar. Rechts von dem hell gefiillten Feld ist der Ausgang. Das Symbol
x markiert die Startposition unseres Agenten. Im oberen Teil der Abbildung ist die Tir offen, im
unteren geschlossen.

C.1.2 Agent und Umwelt

Unser Ziel ist nun, dass der Agent lernt, was mit Hilfe des Rewards geschieht. Es wird
also iiber, von und mit einem dynamischen System, der Umuwelt, gelernt, um ein Ziel
zu erreichen. Doch was genau heifit eigentlich Lernen in diesem Zusammenhang?

Der Agent soll eine  Abbildung von Situationen auf Aktionen (genannt Policy) lernen,
also lernen, was er in welcher Situation tun soll, um ein ganz bestimmtes (gegebenes)
Ziel zu erreichen. Das Ziel wird dem Agenten einfach aufgezeigt, indem er fiir das
Erreichen eine Belohnung bekommt.

Die Belohnung ist nicht zu verwechseln mit dem Reward — vielleicht ist es auf dem
Weg des Agenten zur Problemlésung auch sinnvoll, zwischendurch hin und wieder etwas
weniger Belohnung oder gar Strafe zu bekommen, wenn das langfristige Ergebnis dafiir
maximal ist (dhnlich, wie wenn ein Anleger ein Tief eines Aktienkurses einfach aussitzt
oder ein Bauernopfer beim Schach). Ist der Agent also auf einem guten Weg zum Ziel,
gibt es positiven Reward, wenn nicht, gibt es keinen oder sogar negativen Reward
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Abbildung C.2: Der Agent fiihrt Aktionen in seiner Umwelt durch, welche ihm einen Reward gibt.

(Strafe). Die Belohnung ist sozusagen die schlussendliche Summe aller Rewards — wir
wollen sie auch Return nennen.

Nachdem wir nun die Grundbestandteile umgangssprachlich benannt haben, wollen wir
in den folgenden Abschnitten genauer betrachten, aus was wir unser Reinforcement-
Learning-System abstrakt zusammensetzen kénnen.

In der Gridworld: Der Agent ist in der Gridworld ein einfacher Roboter, der aus der
Gridworld herausfinden soll. Umwelt ist die Gridworld selbst, eine diskrete Gitter-
welt.

Definition C.1 (Agent). Der Agent bei Reinforcement Learning kann formal be-
schrieben werden als eine Abbildung vom Situationsraum S in den Aktionsraum A(s;).
Was Situationen s; sind, wird spéter noch definiert und soll nur aussagen, dass der
Aktionsraum von der aktuellen Situation abhéngig ist.

Agent: S — A(sy) (C.1)

Definition C.2 (Umwelt). Die Umwelt représentiert eine stochastische Abbildung
von einer Aktion A unter der aktuellen Situation s; auf einen Reward r; und eine neue
Situation s¢41.

Umwelt: S x A — P(S x ry) (C2)

C.1.3 Zustande, Situationen und Aktionen

Wie wir schon angesprochen haben, kann ein Agent sich innerhalb seiner Umwelt in
verschiedenen Zustdanden befinden: Im Falle der Gridworld zum Beispiel an verschie-
denen Orten (wir erhalten hier einen zweidimensionalen Zustandsvektor).



Es ist fiir den Agenten aber nicht immer mdglich, alle Informationen seines aktuellen
Zustandes zu erfassen, weswegen wir den Begriff der Situation einfiilhren miissen.
Eine Situation ist ein Zustand aus Agentensicht, also nur eine mehr oder weniger gute
Approximation eines Zustandes.

Situationen lassen es daher nicht im Allgemeinen zu, Folgesituationen eindeutig ,vor-
herzusagen“ — selbst bei einem vollstdndig deterministischen System haben wir das
vielleicht nicht gegeben. Wenn wir alle Zustéinde und die Ubergiinge dazwischen ex-
akt kennen wiirden (also das gesamte System), wére eine optimale Planung moglich
und auch eine optimale Policy einfach findbar — (Methoden liefert z.B. die dynamische
Programmierung).

Wir wissen nun, dass das Reinforcement Learning eine Interaktion zwischen Agent
und System mit Aktionen a; und Situationen s; ist. Der Agent kann nun nicht selbst
feststellen, ob die aktuelle Situation gut oder schlecht ist: Genau dies ist der Grund,
warum er wie eingangs bereits beschrieben von der Umwelt einen Reward erhalt.

In der Gridworld: Zustéinde sind die Orte, an denen der Agent sich befinden kann.
Situationen kommen den Zustdnden in der Gridworld vereinfachend gleich. Mogliche
Aktionen sind nach Norden, Siiden, Osten oder Westen zu gehen.

Situation und Aktion konnen vektoriell sein, der Reward jedoch ist immer ein Skalar
(im Extremfall sogar nur ein Bindrwert), da das Ziel von Reinforcement Learning ist,
mit sehr wenig Feedback auszukommen — ein komplizierter vektorieller Reward kame
ja einem richtigen Teaching Input gleich.

Im Ubrigen soll ja eine Kostenfunktion minimiert werden, was aber mit einem vekto-
riellen Reward so nicht moglich ware, da wir keine intuitiven Ordnungsrelationen im
Mehrdimensionalen besitzen — also nicht direkt wissen, was jetzt besser oder schlechter
ist.

Definition C.3 (Zustand). In einem Zustand befindet sich der Agent innerhalb sei-
ner Umwelt. Zustédnde enthalten jede Information iiber den Agent im Umweltsystem.
Es ist also theoretisch moglich, aus diesem gottdhnlichen Zustandswissen einen Fol-
gezustand auf eine ausgefithrte Aktion in einem deterministischen System eindeutig
vorherzusagen.

Definition C.4 (Situation). Situationen s; (hier zum Zeitpunkt ¢) aus einem Situa-
tionsraum S sind das eingeschriankte, approximative Wissen des Agenten iiber seinen
Zustand. Die Approximation (von der der Agent nicht einmal wissen kann, wie gut sie
ist) macht eindeutige Vorhersagen unméglich.



Definition C.5 (Aktion). Aktionen a; kénnen vom Agenten ausgefithrt werden (wo-
bei es sein kann, dass je nach Situation ein anderer Aktionsraum A(S) besteht) und
bewirken Zustandsiibergéinge und damit eine neue Situation aus Sicht des Agenten.

C.1.4 Reward und Return

Wie im wirklichen Leben ist unser Ziel, eine méglichst hohe Belohnung zu erhalten, also
die Summe der erwarteten Rewards r, genannt Return R, langfristig zu maximieren.
Bei endlich vielen Zeitschritten' kann man die Rewards einfach aufsummieren:

Ri=rip1 +rigo+ ... (C.3)
00

= T (C.9)
=1

Der Return wird hierbei natiirlich nur abgeschitzt (Wiirden wir alle Rewards und
damit den Return komplett kennen, brauchten wir ja nicht mehr lernen).

Definition C.6 (Reward). Ein Reward r, ist eine skalare, reelle oder diskrete (manch-
mal sogar nur binidre) Belohnungs- oder Bestrafungsgrofie, welche dem Agenten vom
Umweltsystem als Reaktion auf eine Aktion gegeben wird.

Definition C.7 (Return). Der Return R; ist die Aufkumulierung aller erhaltenen
Rewards bis zum Zeitpunkt t.

C.1.4.1 Umgang mit groBen Zeitraumen

Nicht alle Problemstellungen haben aber ein explizites Ziel und damit eine endliche
Summe (unser Agent kann zum Beispiel ein Roboter sein, der die Aufgabe hat, einfach
immer weiter herumzufahren und Hindernissen auszuweichen).

Um im Falle einer unendlichen Reihe von Reward-Abschétzungen keine divergierende
Summe zu erhalten, wird ein abschwéichender Faktor 0 < « < 1 verwendet, der den
Einfluss ferner erwarteter Rewards abschwécht: Das ist nicht nur dann sinnvoll, wenn
kein Ziel an sich existiert, sondern auch, wenn das Ziel sehr weit entfernt ist:

Ry =11 7 g2 +Prigs + - (C5)
o0

= Z Y g (C.6)
r=1

1 Soviel sind in der Praxis ja nur moglich, auch wenn die Formeln prinzipiell mit unendlichen Summen
arbeiten



Je weiter die Belohnung weg ist, umso weniger Anteil hat sie also an den Entscheidun-
gen des Agenten.

Eine andere Moglichkeit, die Return-Summe zu handhaben, wére ein begrenzter Zeit-

horizont 7, so dass nur 7 viele folgende Rewards ryy1, ..., 4+ betrachtet werden:
Ri=ryp1+...+ fyT_erT (C.7)
T
= Z Y g (C.8)
=1

Wir unterteilen also den Zeitstrahl in Episoden. Ublicherweise wird eine der beiden Me-
thoden zur Begrenzung der Summe verwendet, wenn nicht sogar beide gemeinsam.

Wir versuchen also wie im téglichen Leben, unsere aktuelle Situation an einen gewiinsch-
ten Zustand zu approximieren. Da nicht zwangsldufig nur der folgende erwartete Re-
ward, sondern die erwartete Gesamtsumme bestimmt, was der Agent tut, kénnen auch
Aktionen durchgefiihrt werden, die kurzfristig erst einmal negativen Reward ergeben
(z.B. das Bauernopfer beim Schach), sich jedoch spéater auszahlen.

C.1.5 Die Policy
Nachdem wir nun einige Systemelemente des Reinforcement Learnings genau betrach-
tet und formalisiert haben, bleibt noch das eigentliche Ziel zu betrachten:

Der Agent lernt wihrend des Reinforcement Learnings eine Policy
II:S— P(A),

er justiert also fortlaufend eine Abbildung von den Situationen auf die Wahrschein-
lichkeiten P(A), mit denen jede Aktion A in jeder Situation S ausgefithrt wird. Eine
Policy kann definiert werden als eine Strategie, Aktionen auszuwdhlen, die den Reward
auf lange Zeit maximiert.

In der Gridworld: Die Policy ist in der Gridworld die Strategie, nach der der Agent
versucht, aus der Gridworld herauszufinden.

Definition C.8 (Policy). Die Policy II ist eine Abbildung von Situationen auf Wahr-
scheinlichkeiten, jede Aktion aus dem Aktionsraum A auszufithren. Sie ist also forma-
lisierbar als

II:S— P(A). (C.9)



Wir unterscheiden hierbei grundsétzlich zwischen zwei Paradigmen von Policies: Eine
Open Loop Policy stellt eine offene Steuerkette dar und bildet aus einer Startsitua-
tion so eine Sequenz von Aktionen ag,aq, ... mit a; # a;(s;);i > 0. Der Agent erstellt
also zu Beginn einen Plan und fiihrt ihn sukzessive bis zum Ende aus, ohne die zwi-
schenzeitlichen Situationen zu beriicksichtigen (daher a; # a;(s;), Aktionen nach ag
héangen nicht von den Situationen ab).

In der Gridworld: Eine Open Loop Policy wiirde uns in der Gridworld fiir eine Start-
position eine exakte Wegbeschreibung zum Ausgang liefern, z.B. von der angegebenen
Startposition den Weg (in Himmelsrichtungsabkiirzungen) 0000N.

Eine Open Loop Policy ist also eine Sequenz von Aktionen ohne zwischenzeitliches
Feedback. Aus einer Startsituation wird eine Sequenz von Aktionen generiert. Wenn
man das System 100%ig kennt, kann man mit einer solchen Open Loop Policy erfolg-
reich arbeiten und zu sinnvollen Ergebnissen gelangen. Um aber z.B. das Schachspiel
100% zu kennen, miissten wir alle Spielziige durchprobieren, was sehr aufwéindig ist.
Wir miissen uns fiir derartige Problemstellungen also eine Alternative zur Open Loop
Policy suchen, die aktuelle Situationen in die Handlungsplanung miteinbezieht:

Eine Closed Loop Policy ist ein geschlossener Regelkreis, gewissermaflen eine Funk-
tion
IT:s; — a; mit a; = a;(s;).

Hier bt die Umwelt Einfluss auf unsere Aktionen aus bzw. der Agent reagiert auf
Input der Umwelt, wie schon in Abb. dargestellt. Die Closed Loop Policy ist
gewissermaflen ein reaktiver Plan, der aktuelle Situationen auf auszufithrende Aktionen
abbildet.

In der Gridworld: Eine Closed Loop Policy wiirde auf die Aktuelle Position eingehen
und Richtungen nach der Aktion auswihlen. Insbesondere wenn dynamisch ein Hin-
dernis erscheint, ist eine solche Policy die bessere Wahl.

Bei der Wahl der auszufithrenden Aktionen kénnen wieder zwei grundsétzliche Strate-
gien betrachtet werden.

C.1.5.1 Exploitation vs. Exploration

Wie im wirklichen Leben stellt sich wihrend des Reinforcement Learnings oft die Frage,
ob vorhandenes Wissen stur ausgenutzt, oder aber auch neue Wege ausprobiert werden.
Wir wollen zunéchst die zwei Extrema betrachten:

Eine Greedy Policy wihlt immer den Weg des hochsten Rewards, den wir im voraus
bestimmen koénnen, also des héchsten bekannten Rewards. Diese Policy repréasentiert



den Ezxploitation-Ansatz und ist erfolgversprechend, wenn man das behandelte Sys-
tem bereits kennt.

Im Gegensatz zum Exploitation-Ansatz steht der Exploration-Ansatz, der zum Ziel
hat, ein System moglichst umfassend zu erforschen, so dass auch Wege zum Ziel ge-
funden werden kénnen, welche auf den ersten Blick vielleicht nicht erfolgversprechend
aussehen, es aber dennoch sind.

Angenommen, wir suchen einen Weg zum Restaurant, so wére eine auf Nummer sicher
gehende Policy, von iiberall den Weg zu nehmen, den wir kennen, so unoptimal und
lang er auch sein mag, und nicht zu versuchen, bessere Wege zu erforschen. Fin anderer
Ansatz wire, auch hin und wieder nach kiirzeren Wegen zu forschen, selbst auf die
Gefahr hin, dass die Forschung lange dauert, nichts bringt und wir daher zum Schluf}
doch den urspriinglichen Weg nehmen und zu spét ins Restaurant kommen.

In der Realitdt wird oft eine Kombination beider Verfahren angewandt: Zum Anfang
eines Lernvorgangs wird mit hoherer Wahrscheinlichkeit geforscht, wihrend zum Ende
mehr vorhandenes Wissen ausgenutzt wird. Auch eine statische Wahrscheinlichkeits-
verteilung ist hier moglich und wird oft angewandt.

In der Gridworld: Fiir die Wegsuche in der Gridworld gilt das Restaurantbeispiel na-
tirlich analog.

C.2 Lernvorgang

Betrachten wir wieder das tégliche Leben. Von einer Situation kénnen wir durch Aktio-
nen in verschiedene Untersituationen geraten, von jeder Untersituation wieder in Un-
teruntersituationen. Gewissermaflen erhalten wir einen Situationsbaum, wobei man
Verkniipfungen unter den Knoten beriicksichtigen muss (oft gibt es mehrere Wege, wie
man zu einer Situation gelangen kann — der Baum konnte also treffender als Situations-
graph bezeichnet werden). Blitter des Baums sind Endsituationen des Systems. Der
Exploration-Ansatz wiirde den Baum moglichst genau durchsuchen und alle Blétter
kennenlernen, der Exploitation-Ansatz zielsicher zum besten bekannten Blatt gehen.

Analog zum Situationsbaum kénnen wir uns auch einen Aktionsbaum aufbauen — hier
stehen dann in den Knoten die Rewards fiir die Aktionen. Wir miissen nun vom tégli-
chen Leben adaptieren, wie genau wir lernen.



C.2.1 Strategien zur Rewardvergabe

Interessant und von groflier Wichtigkeit ist die Frage, wofiir man einen Reward vergibt
und was fiir einen Reward man vergibt, da das Design des Rewards das Systemver-
halten mafgeblich steuert. Wie wir oben gesehen haben, gibt es (wieder analog zum
taglichen Leben) in der Regel zu jeder Situation verschiedene Aktionen, welche man
ausfithren kann. Es existieren verschiedene Strategien, um die ausgewahlten Situatio-
nen zu bewerten und so die zum Ziel fithrende Aktionsfolge zu lernen. Diese sollen im
Folgenden erst einmal grundsétzlich erldutert werden.

Wir wollen nun einige Extremfille als Designbeispiele zum Reward anbringen:

Als Pure Delayed Reward bezeichnen wir eine Rewardvergabe &hnlich wie beim
Schachspiel: Wir erhalten unsere Belohnung zum Schluss, und wéhrend des Spiels keine.
Diese Methode ist immer dann von Vorteil, wenn man am Ende genau sagen kann, ob
man Erfolg gehabt hat, aber in den Zwischenschritten nicht genau einschétzen kann,
wie gut die eigene Situation ist. Es gilt

re =0Vt <r (C.10)

sowie 7 = 1 bei Gewinn und r, = —1 bei Verlust. Bei dieser Rewardstrategie geben
nur die Blatter des Situationsbaumes einen Reward zurtick.

Pure Negative Reward: Hier gilt
ry=—1Vt<T. (C.11)

Dieses System findet den schnellsten Weg zum Ziel, weil dieser automatisch auch der
glinstigste in Bezug auf den Reward ist. Man wird bestraft fiir alles, was man tut —
selbst wenn man nichts tut, wird man bestraft. Diese Strategie hat zur Folge, dass es
die preiswerteste Methode fiir den Agenten ist, schnell fertig zu werden.

Als weitere Strategie betrachten wir die Avoidance Strategy: Schiadlichen Situationen
wird aus dem Weg gegangen. Es gilt

re € {0, —1}, (C.12)

Fast alle Situationen erhalten hier gar keinen Reward, nur einige wenige erhalten einen
negativen. Diese negativen Situationen wird der Agent weitrdumig umgehen.

Achtung: Rewardstrategien konnen leicht unerwartete Folgen haben. Ein Roboter, dem
man sagt ,mach was du willst, aber wenn du ein Hindernis beriihrst, kriegst du eine
Strafe“, wird einfach stehenbleiben. Wird Stehenbleiben folglich auch bestraft, wird er
kleine Kreise fahren. Bei niherem Uberlegen kommt man auf den Gedanken, dass diese



Verhaltensweisen den Return des Roboters optimal erfiillen, aber leider nicht von uns
intendiert waren.

Man kann weiterhin zeigen, dass insbesondere kleine Aufgaben mit negativen Rewards
besser gelost werden kénnen wéhrend man bei grofien, komplizierten Aufgaben mit
positiven, differenzierteren Rewards weiter kommt.

In Bezug auf unsere Gridworld wollen wir den Pure Negative Reward als Strategie
wahlen: Der Roboter soll moglichst schnell zum Ausgang finden.

C.2.2 Die State-Value-Funktion

Im Gegensatz zu unserem Agenten haben wir eine gottgleiche Sicht auf unsere Grid-
world, so dass wir schnell bestimmen konnen, welche Roboterstartposition welchen
optimalen Return erreichen kann.

In Abbildung [C.3 auf der rechten Seite sind diese optimalen Returns pro Feld aufge-
tragen.

In der Gridworld: Die State-Value-Funktion fiir unsere Gridworld stellt genau eine
solche Funktion pro Situation (= Ort) dar, mit dem Unterschied, dass sie nicht bekannt
ist, sondern gelernt werden muss.

Wir sehen also, dass es flir den Roboter praktisch wére, die aktuellen wie zukinftigen
Situationen einer Bewertung unterziehen zu kénnen. Betrachten wir also ein weiteres
Systemelement des Reinforcement Learning, die State- Value-Funktion V (s), welche
mit Bezug auf eine Policy IT auch oft als Vii(s) bezeichnet wird: Denn ob eine Situation
schlecht ist, hangt ja auch davon ab, was der Agent fiir ein Allgemeinverhalten II an
den Tag legt.

Eine Situation, die unter einer risikosuchenden, Grenzen austestenden Policy schlecht
ist, wire beispielsweise, wenn einem Agent auf einem Fahrrad das Vorderrad in der
Kurve anfingt wegzurutschen und er in dieser Situation aufgrund seiner Draufgénger-
Policy nicht bremst. Mit einer risikobewussten Policy sidhe dieselbe Situation schon viel
besser aus, wiirde also von einer guten State-Value-Funktion héher bewertet werden.

Vii(s) gibt einfach den Wert zuriick, den die aktuelle Situation s unter der Policy II fiir
den Agenten gerade hat. Abstrakt nach den obigen Definitionen gesagt, entspricht der
Wert der State-Value-Funktion dem Return R; (dem erwarteten Wert) einer Situation
s¢. Erp bezeichnet hierbei die Menge der erwarteten Returns unter IT und der aktuellen
Situation s;.

Vii(s) = En{Ri|s = s¢}



Abbildung C.3: Darstellung des jeweils optimalen Returns pro Feld in unserer Gridworld unter der
Pure Negative Reward-Vergabe, oben mit offener Tir und unten mit geschlossener.

Definition C.9 (State-Value-Funktion). Die State-Value-Funktion Vi1(s) hat zur Auf-
gabe, den Wert von Situationen unter einer Policy zu ermitteln, also dem Agenten die
Frage zu beantworten, ob eine Situation s gut oder schlecht ist oder wie gut bzw.
schlecht sie ist. Hierfiir gibt sie den Erwartungswert des Returns unter der Situation
aus:

Vii(s) = En{R|s = st} (C.13)

Die optimale State-Value-Funktion nennen wir Vij(s).

Nun hat unser Roboter im Gegensatz zu uns leider keine gottgleiche Sicht auf seine
Umwelt. Er besitzt keine Tabelle mit optimalen Returns, wie wir sie eben aufgezeichnet
haben, an der er sich orientieren kénnte. Das Ziel von Reinforcement Learning ist
es, dass der Roboter sich seine State-Value-Funktion anhand der Returns aus vielen
Versuchen nach und nach selbst aufbaut und der optimalen State-Value-Funktion V*
anndhert (wenn es eine gibt).

In diesem Zusammenhang seien noch zwei Begriffe eingefiihrt, welche eng mit dem
Kreislauf zwischen State-Value-Funktion und Policy verbunden sind:



Abbildung C.4: Der Kreislauf des Reinforcement-Learnings, welcher idealerweise zu optimalem IT*
bzw. V* fiihrt.

C.2.2.1 Policy evaluation

Policy evaluation nennt man die Vorgehensweise, eine Policy einige Male durchzu-
probieren, auf diese Weise viele Rewards zu erhalten und durch diese mit der Zeit eine
State-Value-Funktion aufzukumulieren.

C.2.2.2 Policy improvement

Policy improvement bedeutet, eine Policy selbst zu verbessern, also aus ihr eine
neue, bessere Policy zu erzeugen. Um die Policy zu verbessern, miissen wir das Ziel
verfolgen, dass der Return zum Schluss einen grofleren Wert hat als vorher — man also
einen kiirzeren Weg zum Restaurant gefunden hat und ihn auch erfolgreich gegangen
ist.

Das Prinzip des Reinforcement Learnings ist nun, ein Wechselspiel zu realisieren. Man
versucht zu bewerten, wie gut eine Policy in den einzelnen Situationen ist. Wir probie-
ren eine Policy und erhalten eine verdnderte State-Value-Funktion. Aus der Verdnde-
rung der State-Value-Funktion gewinnen wir Informationen iiber das System, aus der
wir wieder unsere Policy verbessern. Diese beiden Werte ziehen sich nun gegenseitig
hoch, was sich auch mathematisch beweisen ldsst — so dass man zum Schluf} eine opti-
male Policy IT* und eine optimale State-Value-Funktion V* erhélt (Abb. . Dieser
Kreislauf hort sich einfach an, ist aber sehr langwierig.

Betrachten wir nun zuerst eine einfache, zuféllige Policy, wie unser Roboter seine State-
Value-Funktion ohne Vorwissen langsam ausfiillen und verbessern kénnte.



C.2.3 Montecarlo-Methodik

Die einfachste Taktik, eine State-Value-Funktion aufzukumulieren, ist das reine Aus-
probieren. Wir wéhlen also eine sich rein zuféllig verhaltende Policy, welche die aufku-
mulierte State-Value-Funktion fiir ihre Zufallsentscheidungen nicht beriicksichtigt. Es
lasst sich beweisen, dass wir in unserer Gridworld irgendwann einmal durch Zufall den
Ausgang finden werden.

Angelehnt an die auf Zufall basierenden Gliicksspiele nennen wir diese Vorgehensweise
Montecarlo-Methodik.

Gehen wir weiterhin von einem Pure Negative Reward aus, so ist klar, dass wir fir
unser Startfeld in der State-Value-Funktion einen Bestwert von —6 erhalten kénnen.
Je nachdem, welchen zufilligen Weg die zufillige Policy aber einschligt, konnen andere
(kleinere) Werte als —6 fiir das Startfeld auftreten. Intuitiv méchten wir uns fir einen
Zustand (also ein Feld) jeweils nur den besseren Wert merken. Hier ist jedoch Vorsicht
geboten: So wiirde das Lernverfahren nur bei deterministischen Systemen funktionie-
ren. Unsere Tir, die pro Durchlauf entweder offen oder geschlossen sein kann, wiirde
Oszillationen bei allen Feldern hervorrufen, deren kiirzester Weg zum Ziel durch sie
beeinflusst wird.

Wir verwenden bei der Montecarlo-Methodik also lieber die Lernregel®
V(st)ncu - V(st)alt + Oé(Rt - V(St)alt)7

in der offensichtlich sowohl der alte Zustandswert als auch der erhaltene Return Einfluss
auf die Aktualisierung der State-Value-Funktion haben (« ist die Lernrate). Der Agent
erhélt also eine Art Erinnerungsvermdgen, neue Erkenntnisse &ndern immer nur ein

wenig am Situationswert. Ein beispielhafter Lernschritt findet sich in Abb.
[folgenden Seitel

In dem Beispielbild wurde nur die Zustandswertberechnung fiir einen einzigen Zustand
(unseren Startzustand) aufgetragen. Dass es moglich ist und auch oft gemacht wird,
die Werte fiir die zwischendurch besuchten Zustdnde (im Fall der Gridworld unsere
Wege zum Ziel) gleich mit zu trainieren, sollte offensichtlich sein. Das Ergebnis einer
solchen Rechnung in Bezug auf unser Beispiel findet sich in Abb. [C.6 auf Seite 251]

Die Montecarlo-Methodik mag suboptimal erscheinen und ist auch im Regelfall wesent-
lich langsamer als die nachfolgend vorgestellten Methoden des Reinforcement Learnings
- allerdings ist sie die einzige, bei der man mathematisch beweisen kann, dass sie funk-
tioniert und eignet sich daher sehr fiir theoretische Betrachtungen.

2 Sie wird u.a. unter Verwendung der Bellman-Gleichung hergeleitet, die Herleitung ist aber nicht Bestand-
teil des Kapitels.
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Abbildung C.5: Anwendung der Montecarlo-Lernregel mit einer Lernrate von o« = 0.5. Oben sind
beispielhaft zwei Wege aufgetragen, die der Agent durch Zufall wahlt (einer mit offener, einer mit
geschlossener Tir). Unten das Ergebnis der Lernregel fiir den Wert des Startzustands unter Beriick-
sichtigung beider Wege. Dadurch, dass unter zufélliger Policy mit der Zeit sehr viele verschiedene
Wege gegangen werden, erhalt man eine sehr aussagekraftige State-Value-Funktion.



Abbildung C.6: Erweiterung des Lernbeispiels aus Abb. in dem auch die Returns fiir Zwi-
schenzustande zur Aufkumulierung der State-Value-Funktion herangezogen werden. Sehr schén zu
beobachten ist der niedrige Wert auf dem Tirfeld: Wenn dieser Zustand eingenommen werden kann,
ist er ja sehr positiv, wenn die Tur zu ist, kann er gar nicht eingenommen werden.

Evaluation

II Q
~_

Policy verbessern

Abbildung C.7: Wir probieren Aktionen in der Umwelt aus und lernen so und verbessern die Policy.

Definition C.10 (Montecarlo-Lernen). Es werden zuféllig Aktionen ohne Riicksicht
auf die State-Value-Funktion ausgefiihrt und langfristig eine aussagekriftige State-
Value-Funktion mit untenstehender Lernregel aufkumuliert.

V() new = V(5t)are + (Rt — V(8¢ )are),

C.2.4 Temporal Difference Learning

Wir lernen im téglichen Leben weitestgehend durch Erfahrung und Ausprobieren. Das
Allermeiste, was wir lernen, geschieht durch Erfahrung; blessurenfrei (oder eben auch
nicht) gehen und Fahrrad fahren, auch geistige Fertigkeiten wie mathematisches Pro-
blemlésen profitieren sehr von Erfahrung und schlichtem Ausprobieren (Trial and Er-
ror). Wir initialisieren also unsere Policy mit irgendwelchen Werten - probieren aus,
lernen und verbessern die Policy so aus Erfahrung (Abb. . Im Unterschied zur
Montecarlo-Methodik wollen wir dies nun auf eine gerichtetere Art und Weise tun.



Genau wie wir durch Erfahrung lernen, in verschiedenen Situationen auf bestimmte
Weise zu reagieren, macht es die Temporal Difference Lernmethode (kurz: TD-
Learning), indem Vii(s) trainiert wird (der Agent lernt also einschéitzen, welche Si-
tuationen viel wert sind und welche nicht). Wir bezeichnen wieder die aktuelle Situa-
tion mit s¢, die nachfolgende Situation mit s¢4; und so weiter. Die Lernformel fiir die
State-Value-Funktion Vii(s;) ergibt sich also zu

V(St)neu :V(St)
+ a(re1 + 9V (st41) — V(st))

Verdnderung des alten Wertes

Wir sehen, dass die zur Lernrate a proportionale Verdnderung des Wertes der aktuellen
Situation s; beeinflusst wird von

> dem empfangenen Reward ry41,

> dem mit einem Faktor v gewichteten bisherigen Return der Nachfolgesituation
V(St-i-l)a

> dem alten Wert der Situation V'(s;).

Definition C.11 (Temporal Difference Learning). Im Unterschied zur Montecarlo-
Methodik schaut TD-Learning etwas in die Zukunft, indem die Nachfolgesituation s;11
betrachtet wird. Die Lernregel ist definiert zu
V(8t)new =V (5¢) (C.14)
+ 04(7’,54_1 + ’YV(SH—I) — V(St)) .

Verdanderung des alten Wertes

C.2.5 Die Action-Value-Funktion

Analog zur State-Value-Funktion Vii(s) ist ein weiterer Systembestandteil des Re-
inforcement Learning die Action- Value-Funktion Qr(s,a), welche eine bestimmte
Aktion a unter einer bestimmten Situation s und der Policy II bewertet.

In der Gridworld: In der Gridworld sagt uns die Action-Value-Funktion, wie gut es ist,
von einem bestimmten Feld in eine bestimmte Richtung zu gehen (Abb. [C.8 auf der

rechten Seitel).

Definition C.12 (Action-Value-Funktion). Analog zur State-Value-Funktion bewer-
tet die Action-Value-Funktion Qri(st, a) bestimmte Aktionen ausgehend von bestimm-
ten Situationen unter einer Policy. Die optimale Action-Value-Funktion benennen wir

mit Qf;(s¢, a).
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Abbildung C.8: Beispielhafte Werte einer Action-Value-Funktion fiir die Position x. Nach rechts
gehend bleibt man auf dem schnellsten Weg zum Ziel, nach oben ist immer noch ein recht schneller
Weg, nach unten zu gehen ist kein guter Weg (alles im Falle einer offenen Tiir).

Aktionsrichtung

Rewardrichtung

Abbildung C.9: Aktionen werden durchgefiihrt, bis eine gewiinschte Zielsituation erreicht ist. Zu
beachten ist die Durchnummerierung: Rewards werden von 1 an nummeriert, Aktionen und Situa-
tionen von 0 an (Dies hat sich einfach eingebirgert).

Wie in Abb. ersichtlich, fithren wir Aktionen so lange durch, bis eine Zielsituation
(hier s; genannt) erreicht ist (wenn es eine gibt, ansonsten werden einfach immer weiter
Aktionen durchgefiihrt).

C.2.6 Q-Learning

Recht analog ergibt sich als Lernformel fiir die Action-Value-Funktion Qr(s,a), deren
Benutzung wir analog zum TD-Learning als Q-Learning bezeichnen:

Q(st,a)neu =Q(s¢,a)
+a(ren +ymax Q(ser1, a) —Q(st, a)) .
—_——

Greedy-Strategie

Verdnderung des alten Wertes



Wir schliisseln wieder die (zur Lernrate o proportionale) Verdanderung des aktuellen
Aktionswertes unter der aktuellen Situation auf. Sie wird beeinflusst von

> dem empfangenen Reward ry4 1,

> dem mit v gewichteten maximalen Action Value tiber die Nachfolgeaktionen (hier
wird eine Greedy-Strategie angewendet, da man ruhig davon ausgehen kann, dass
man die beste bekannte Aktion wihlt, beim TD-Learning achten wir hingegen
nicht darauf, immer in die beste bekannte néchste Situation zu kommen),

> dem alten Wert der Aktion unter unserer als s; bekannten Situation Q(s:, a)
(nicht vergessen, dass auch dieser durch o gewichtet ist).

In aller Regel lernt die Action-Value-Funktion wesentlich schneller als die State-Value-
Funktion, wobei aber nicht zu vernachléssigen ist, dass Reinforcement Learning allge-
mein recht langsam ist: Das System muss ja selbst herausfinden, was gut ist. Schon ist
aber am Q-Learning: II kann beliebig initialisiert werden, durch Q-Learning erhalten
wir immer Q*.

Definition C.13 (Q-Learning). Q-Learning trainiert die Action-Value-Funktion mit
der Lernregel

Q(5t7a)ﬂeu :Q(Staa) (C'15)
+a(rer +ymax Q(set1, a) — Q(se, a)).

und findet so auf jeden Fall Q*.

C.3 Beispielanwendungen

C.3.1 TD-Gammon

TD-Gammon ist ein sehr erfolgreiches, auf TD-Learning basierendes Backgammon-
spiel von GERALD TESAURO. Situation ist hier die aktuelle Konfiguration des Spiel-
brettes. Jedem, der schon einmal Backgammon gespielt hat, ist klar, dass der Situa-
tionsraum gigantisch grof ist (ca. 102 Situationen) — was zur Folge hat, dass man
keine State-Value-Funktione explizit ausrechnen kann (insbesondere zur Zeit des TD-
Gammons Ende der 80er Jahre). Die gewéhlte Rewardstrategie war Pure Delayed Re-
ward, das System erhélt den Reward also erst zum Schluss des Spiels, der dann gleich-
zeitig der Return ist. Man hat das System dann selbststdndig tiben lassen (zunéchst



gegen ein Backgammonprogramm, danach gegen eine Instanz seiner selbst). Resultat
war, das es in einer Computer-Backgammon-Liga das héchste Ranking erreicht hat und
eindrucksvoll widerlegt war, dass ein Computerprogramm eine Téatigkeit nicht besser
beherrschen kann als sein Programmierer.

C.3.2 Das Auto in der Grube

Betrachten wir ein Auto, das auf eindimensionaler Fahrbahn am Fuf} einer tiefen Mulde
steht, und die Steigung zu keiner der beiden Seiten auf Anhieb mit seiner Motorkraft
iiberwinden kann, um aus der Mulde hinauszufahren. Ausfiihrbare Aktionen sind hier
trivialerweise die Moglichkeiten, vorwérts und riickwérts zu fahren. Die intuitive Lo-
sung, an welche wir als Menschen sofort denken, ist zuriickzusetzen, an der gegeniiber-
liegenden Steigung Schwung zu holen und mehrmals auf diese Weise hin- und her zu
oszillieren, um mit Schwung aus der Mulde herauszufahren.

Aktionen eines Reinforcement Learning Systems wéren ,,Vollgas nach vorn“, ,Vollgas
zuriick” und ,nichts tun*.

Hier ware ,,Alles kostet“ eine gute Wahl fiir die Rewardvergabe, so dass das System
schnell lernt, aus der Grube herauszukommen und merkt, dass unser Problem mit
purer vorwérts gerichteter Motorkraft nicht zu 16sen ist. Das System wird sich also
langsam hochschaukeln.

Hier konnen wir die Policy nicht mehr als Tabelle ablegen, da der Zustandsraum nicht
gut diskretisierbar ist. Hier muss wirklich eine Funktion als Policy geschaffen werden.

C.3.3 Der Pole Balancer

Der Pole Balancer wurde entwickelt von BARTO, SUTTON und ANDERSON.

Gegeben sei eine Situation, welche ein Fahrzeug beinhaltet, das sich entweder mit
Vollgas nach rechts oder mit Vollgas nach links bewegen kann (Bang-Bang-Control).
Es kann nur diese beiden Aktionen ausfithren, Stehenbleiben ist nicht mdoglich. Auf
diesem Fahrzeug steht senkrecht eine Stange, welche zu beiden Seiten umkippen kann.
Die Stange ist so konstruiert, dass sie immer in Richtung einer Seite kippt, also niemals
stillsteht (sagen wir einfach, sie sei am unteren Ende abgerundet).

Den Winkel, in dem die Stange im Moment relativ zur Senkrechten steht, bezeichnen
wir mit «. Das Fahrzeug besitzt weiterhin immer eine definierte Position x auf unserer
eindimensionalen Welt und immer eine Geschwindigkeit @. Unsere eindimensionale
Welt ist begrenzt, es gibt also Maximal- und Minimalwerte, welche x annehmen kann.



Ziel unseres Systems ist zu lernen, den Wagen dahingehend zu steuern, dass er das
Kippen der Stange ausgleicht, die Stange also nicht umféllt. Dies erreichen wir am
besten mit einer Avoidance Strategy: Solange die Stange nicht umgefallen ist, gibt es
einen Reward von 0, fillt sie um, gibt es einen Reward von -1.

Interessanterweise ist das System schnell in der Lage, den Stab stehend zu halten,
indem es schnell genug mit kleinen Bewegungen daran wackelt. Es halt sich hierbei
zumeist in der Mitte des Raums auf, da es am weitesten weg von den Wéanden ist, die
es als negativ empfindet (st6Bt man gegen die Wand, fallt der Stab um).

C.3.3.1 Swinging up an inverted Pendulum

Schwieriger fiir das System ist die Startsituation, dass der Stab im Vorhinein her-
unterhéngt, erst einmal durch Schwingungen iiber das Gefdhrt bewegt werden, und
anschlieBend stabilisiert werden muss. Diese Aufgabe wird in der Literatur mit Swing
up an tnverted Pendulum bezeichnet.

C.4 Reinforcement Learning im Zusammenhang mit
Neuronalen Netzen

Zu guter Letzt mochte der Leser vielleicht fragen, was das Kapitel iiber Reinforcement
Learning in einem Skriptum zum Thema ,Neuronale Netze* zu suchen hat.

Die Antwort ist einfach motiviert. Wir haben bereits iiberwachte und uniiberwachte
Lernverfahren kennengelernt. Wir haben zwar nicht iiberall einen allwissenden Teacher,
der uns Uberwachtes Lernen erméglicht. Es ist aber auch nicht unbedingt so, dass wir
gar kein Feedback erhalten. Oft gibt es ein Mittelding, eine Art Kritik oder Schulnote,
bei Problemen dieser Art kann Reinforcement Learning zum Einsatz kommen.

Nicht alle Probleme sind hierbei so leicht handhabbar wie unsere Gridworld: Bei un-
serem Backgammon-Beispiel haben wir alleine ca. 10%° Situationen und einen grofen
Verzweigungsgrad im Situationsbaum, von anderen Spielen ganz zu schweigen. Hier wer-
den die in der Gridworld benutzten Tabellen als State- und Action-Value-Funktionen
schlicht nicht mehr realisierbar, wir miissen also Approximatoren fiir diese Funktionen
finden.

Und welche lernfidhigen Approximatoren fiir diese Bestandteile des Reinforcement Lear-
nings fallen uns nun auf Anhieb ein? Richtig: Neuronale Netze.



Ubungsaufgaben

Aufgabe 20. Ein Kontrollsystem fiir einen Roboter soll mittels Reinforcement Lear-
ning dazu gebracht werden, eine Strategie zu finden um ein Labyrinth moglichst schnell
zu verlassen.

> Wie konnte eine geeignete State-Value-Funktion aussehen?
> Wie wiirden Sie einen geeigneten Reward erzeugen?

Gehen Sie davon aus, dass der Roboter Hindernisvermeidung beherrscht und zu jedem
Zeitpunkt seine Position (z,y) und Orientierung ¢ kennt.

Aufgabe 21. Beschreiben Sie die Funktion der beiden Elemente ASE und ACE
so wie sie von BARTO, SUTTON und ANDERSON fiir die Kontrolle des Pole Balancer
vorgeschlagen wurden.

Literaturangabe: [BSA83].

Aufgabe 22. Nennen Sie mehrere ,klassische® Informatik-Aufgaben, die mit Rein-
forcement Learning besonders gut bearbeitet werden kénnten und begriinden Sie ihre
Meinung.
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